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Objetivos da unidade
1. Elaborar, verificar e reformular hip6teses sobre um fenémeno

observado;
2. Aplicar conceitos basicos de gometria plana e espacial.
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Sinopse

Nesta atividade o aluno construird diversos poligonos usando papelao
e areia. O objetivo é construir o que chamaremos de “Montanhas Geo-
métricas”. Esses poligonos possuem diversos tracos peculiares, que sao,
na verdade, o conjunto de pontos que sao centros de circunferéncias que
tangenciam, ao menos, dois lados. A proposta é que, sem conhecerem
esse resultado, os alunos construam hip6teses sobre a formacao de areia.
Por fim, o professor devera discutir as hip6teses criadas pelos alunos bus-
cando formaliza-las, utilizando para isso o conhecimento prévio que eles
possuem.

Conteddos
Geometria Plana, Semelhanca de Tridangulos;

Geometria Analitica, Distancias.

Objetivos

. Elaborar, verificar e reformular hipéteses sobre um fenémeno observado;
. Aplicar conceitos basicos de gometria plana e espacial.

Duragao
Uma aula simples.



Introducao

Toda (ou quase toda) crianca ja brincou de construir montes e castelos de
areia. Dessa maneira, sera raro encontrar alguém que nao conhega nosso
objeto de estudo. Apesar de sua notoriedade, o olhar matematico funciona
como uma lente de aumento capaz de revelar aspectos que se mantém
invisiveis na brincadeira.

Neste experimento, vamos explorar algumas caracteristicas geométricas
de montanhas formadas pelo depésito de areia sobre superficies no formato
de certos poligonos. Mais especificamente, vamos compreender qual é a
relacao entre o formato adquirido pela montanha e o poligono que serviu
de base para ela.

Motivacao

Este experimento possui um componente lGdico evidente, em fun¢ao da
manipulacdo da areia para obten¢ao das montanhas, que serdo os objetos
de anélise dos alunos.

Em termos de contelido, o experimento proporciona um contexto no qual
conceitos basicos de Geometria Espacial se relacionam com conceitos e
propriedades de Geometria Plana de maneira bastante natural.

Por fim, extrapolando um pouco o contexto colocado explicitamente
no experimento, podemos aplicar o conteldo explorado e as conclusdes
obtidas a outros contextos, como, por exemplo: deslizamento de terras,
avalanches, trajetéria de um liquido em terrenos inclinados etc.
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O experimento

Comentarios iniciais

Costumamos definir a bissetriz de um angulo como sendo a reta que divide
o angulo em dois angulos congruentes. Se considerarmos um angulo
como a regido compreendida entre duas semirretas L e m com origem em
um ponto comum A, entdo a semirreta bissetriz € a semirreta n contida
no angulo que o divide em dois angulos congruentes.

Essa semirreta n pode ser caracterizada de outro modo, que sera explo-
rado neste experimento: n é o conjunto de todos os pontos contidos no
angulo e que estdo a mesma distancia de 1 e de m (ditos equidistantes).

Na FIGURA 1, podemos constatar que os tridngulos ANL e ANM sao
congruentes, pois os angulos NAL e MAL sao congruentes por constru-
¢ao, NA éum lado comum e o angulo oposto a este lado é, por construcao,
um angulo reto em ambos os triangulos.

Guia do professor 2 / 7



Usaremos esta propriedade para definir o que chamamos de bissetriz
entre duas retas paralelas:

Definicao
Dadas retas paralelas 1 e m, sua bissetriz € o conjunto dos pontos equi-
distantes entre as duas retas.

Nao é dificil verificar que a bissetriz de duas retas paralelasl e m é uma
retan, paralela aambas e passando pelo ponto médio de algum segmento
ligando l e m.

A propriedade de equidistancia da bissetriz, seja no caso de retas
concorrentes ou paralelas, pode ser demonstrada utilizando resultados
elementares de congruéncia de triangulos ou entao usando geometria
analitica, de acordo com a conhecida férmula para a distancia entre um
ponto e uma reta:
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Distdncia de ponto a reta

Se | é uma reta definida pela equag¢do ax+by-+c =0 e P um ponto de
coordenadas (xg,Yo), entdo a distancia de P a | é dada por

axe +byo +c

va?+b?

Talvez 0o modo mais simples seja utilizarambos os tipos de argumentos:
congruéncia de tridngulos para mostrar que a bissetriz satisfaz a condicao
de equidistancia e geometria analitica para mostrar que pontos nao perten-
centes a bissetriz ndo satisfazem esta condicao.

Etapa1 Preparacao do material

Repare quetodas as figuras que pedimos para serrecortadas sdo ndo apenas
poligonos, mas poligonos convexos. Usar poligonos convexos garante,
conforme veremos mais adiante, que as divisdes de plano que surgirdo ao
se despejar areia serdo segmentos de reta, sendo cada um deles pedaco
de alguma bissetriz entre retas definidas pelos lados do poligono.

Defini¢cao

Um subconjunto X do plano é dito convexo se o segmento de reta ligando
dois pontos quaisquer de X estiver contido em X.
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poligono convexo poligono nao convexo

0 ponto mais critico e dificil de sernotado é o fato de cada segmento ser
um pedaco de bissetriz. Para auxiliar os alunos a perceber este fato, copie
o desenho em algum outro papel usando papel carbono ou em pedago de
papel vegetal, papel manteiga ou mesmo um pedaco de transparéncia.
Recorte um pedaco desta copia envolvendo um Gnico vértice (de forma a
obter um tridngulo).

Etapa 2 Montanhas de areia

Para ajudar seus alunos a perceber os padrdes que se formam é impor-
tante que eles desenhem estas linhas formadas pelas mudancas de plano
no papel que usaram de molde para recortar o papelao. Chame a atengao
para observarem o monte de areia do alto, a uma certa distancia, para que
o desenho seja realmente préximo da projecdo ortogonal destas linhas
sobre o papelao.

Olhando os desenhos formados para os trés primeiros poligonos, qua-
drado, retangulo e triangulo, as observac¢oes principais devem incluir os
seguintes pontos:

. O desenho é formado por segmentos de reta;

. Existem pontos onde mais de dois segmentos distintos se encontram
(vamos chama-los de pontos de bifurcacdo);

. As linhas de mudanca de plano tém as mesmas simetrias que o poligono
em questao;

. Cada segmento de reta é um pedaco de alguma bissetriz entre pares de
lados do poligono;

. Nem todas as bissetrizes entre pares de lados contribuem para a formacao
da curva de separagao de planos.
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Dobrando o recorte sobre a bissetriz, os alunos poderao constatar que as
linhas tracejadas sao de fato bissetrizes de pares de lados do poligono.
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Fe C h a m e n tO Desenhando esta circunferénciano molde de papeletracando doisdidme-

tros, é possivel constatar que o centro do circulo pertence a espinha (7).

E possivel verificar experimentalmente que cada ponto da espinha do poli-
gono é centro de uma circunferéncia que tangencia o poligono em ao menos
dois lados. Construa com uma tira de papel cartdo com trés ou quatro
centimetros de altura o contorno do poligono, formando uma espécie de
moldura. Depois, recorte, por exemplo, uma tira de plastico (usado como
capa em encadernacoes feitas com espirais) com a mesma altura. A tira
deve ser comprida o suficiente para fazer um circulo com 4 ou 5 voltas,
aproximadamente do tamanho do poligono. Este material é bastante
flexivel, o que faz com que, ao enrola-lo e prender uma das pontas na
moldura do poligono usando um clipe de papel comum, se expanda até
que forme um circulo que tangencia a moldura em outro ponto (5 e 6.) Também é possivel, usando a mesma tira de pléstico, encontrar a maior
circunferéncia inscrita no poligono: enrole a tira e, coloque-a dentro da mol-
dura poligonal e deixe que ela se expanda. Se necessario, caso perceba que
a circunferéncia “enroscou” na moldura, movimente-a com delicadeza para
que possa continuar se expandindo. Novamente, tragando dois didmetros,
é possivel encontrar o centro da circunferéncia e observar que este centro
ou é um ponto de bifurcacdo da espinha ou um ponto de uma bissetriz de
dois lados paralelos.

Observacdo

Repare que para um circulo maximal inscrito no poligono, qualquer arco
de ao menos 180° contém um ponto do poligono. Se o centro do poligono
for ponto de uma bissetriz de lados paralelos, estes lados interceptam
o circulo em pontos diametralmente opostos, ou seja, dois pontos que
determinam um didametro.
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Variacoes

Se fizermos 0 mesmo experimento com poligonos nao convexos, a espinha
do poligono seré constituida ndo apenas por segmentos de reta (pedacos
das bissetrizes de lados do poligono), mas também pedacos de parédbola,
pois a parabola é o lugar geométrico dos pontos equidistantes entre
uma reta e um ponto. Estes segmentos de parabola surgirao relacionados
a vértices com angulo maior que um angulo reto, exatamente os vértices
perto dos quais o poligono deixa de ser convexo.

E possivel também realizar o experimento com formas arbitrérias, nio
necessariamente poligonais, e também neste caso teremos uma espinha
definida como lugar geométrico de pedagos do bordo da figura. Porém,
neste caso genérico, ndao temos como caracterizar estas curvas de um modo
mais interessante. Um caso particular simples e interessante é o do circulo:
a montanha de areia forma um cone, com um Gnico cume e no qual cada
geratriz é na realidade um eixo de mudanca de planos, ou seja, € um caso
degenerado em que toda a superficie pode ser considerada como a espinha
da figura.
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