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Objetivos da unidade

1. Conhecer um desafio de l6gica: Quadrado Magico Multiplicativo;
2. Estudar pGs com o auxilio de quadrados magicos multiplicativos.
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Sinopse

Este experimento trata do tema de Progressao Geométrica utilizando
quadrados magicos multiplicativos. Inicia-se com um simples quadrado
magico multiplicativo, passando portermos centrais e constantes mégicas.
Também sera feito um estudo teérico de PGs, em que serdo analisados
termos centrais de PG, temos simétricos e soma de termos.

Conteiddos
Sequéncia, Progressao Geométrica;

Conjuntos, Légica e Ndmeros.

Objetivos

. Conhecer um desafio de l6gica: Quadrado Magico Multiplicativo;
. Estudar pGs com o auxilio de quadrados magicos multiplicativos.

Duracao
Uma aula dupla.

Material relacionado

Experimento: Quadrado Magico Aditivo;
Audio: Pensando em Progressdo Geométrica;
Software: Crescimento Populacional.



Introducao

Quadrados Magicos sao muito conhecidos por qualquer pessoa que ja
tenha se interessado por matematica recreativa.

As primeiras mencoes a eles remetem ha 3 mil anos antes de Cristo,
na China, mas ainda hoje eles continuam intrigando curiosos e matematicos
profissionais. Martin Gardner, por exemplo, ofereceu um prémio a quem
encontrarum quadrado magico de ordem 3 composto apenas por nimeros
inteiros que sao quadrados perfeitos.

Na Revista do Professor de Matematica, eles ja foram citados diversas
vezes. Particularmente, recomendo os textos publicados nos volumes 41
e59. Ambos, através de abordagens diferentes, concluem que o quadrado
magico de ordem 3 formado pelos nimeros de 1 a 9 admite essencial-
mente uma Unica solucdo, sendo as demais obtidas através de simetrias
da primeira.

8 1 6
3 5 7
8 9 2

0 quadrado acima é justamente uma dessas solucdes e é conhecido
como quadrado de Loh-Shu. No Experimento, esse quadrado magico é
chamado de quadrado méagico fundamental.

Quadrado magico multiplicativo

Motivacao

Neste experimento, abordaremos os quadrados magicos multiplicativos
de ordem 3, ou seja, os quadrados de ordem 3 cuja multiplicagdo dos termos
de cada linha, de cada coluna e de cada diagonal é igual.

Com isso, os estudantes poderdo chegar até o contedido Progressodes
Geométricas e, se o0 professor quiser apresentartoda a discussao proposta
neste guia, ir até o caso mais geral de solucdes para esse tipo de quadrado
magico.

O experimento

Comentarios iniciais

Esse experimento é totalmente analogo em termos de metodologia e de
conte(do ao experimento QUADRADOS MAGICOS ADITIVOS. Por causa disso,
este guia serd bastante sucinto, trazendo apenas os resultados principais
gue estao demonstrados no guia do outro experimento.

Analogia entre quadrados magicos aditivos e multiplicativos
Para entender essa analogia, vamos analisar um quadrado multiplicativo
genérico:

a b c
d e f
g h i
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Cada um desses nimeros pode ser decomposto como um produto de
poténcias de ndmeros primos, por exemplo,a = a;' x a5? X ... X ay} com
in, diferente de zero.

Queremos demonstrar que todos os nove elementos de um quadrado
magico multiplicativo possuem os mesmos fatores primos, variando apenas
a poténcia de cada um deles.

Por absurdo, vamos supor, sem perda de generalidade, que o fator
primo ajde a nao ocorre em nenhum outro dos oito termos do quadrado.
Mas, comoa-b-c=d-e-f, a multiplicacdo d - e- f possui o fator primo
aj, portanto, ou d ou e ou f possui o termo ay, o que contradiz a nossa
hipotese.

Logo, todos os nove termos que compde um quadrado magico multi-
plicativo de ordem 3 possuem os mesmos fatores primos (isso inclui
a existéncia de algum fator com poténcia 0). A consequéncia disso é que
as “multiplicacdes magicas” também serdao compostas por esses mesmos
fatores e basta analisar as poténcias deles em cada uma das multipli-
cacdes. Por exemplo, se os termos sdo compostos por 3 fatores primos p,
g e 1, podemos escrever o candidato a quadrado magico multiplicativo
da seguinte maneira:

per.q92.re3 pPr.qbz.rbs pe1-qc2 .3

pdr.qdz.rds per-qéz.res pf.qf2.rfs

p91.q92.793 pM.gqhz.rhs pir.qiz.ris

Quadrado magico multiplicativo

Para verificar se se trata de um quadrado magico, teriamos que verificar,
por exemplo, se

(pe1-q22.193). (pb1.qb2.rP3). (p&1.q¢2.7¢3) =

= (pd1.q92.v43). (pe1.qge2.re3). (pf1.qf2.7T3)

plartbiter). glax+bater) plas+bs+es) —

=plditer+fi). q(dz+ez+fz) .pldz+esz+t3)

Como p, q e T sdo primos, extraimos dessa (ltima igualdade a necessi-
dade de igualdade entre as poténcias de cada um dos fatores:

ai+by+cy=dy+e;+1;
a)+br+cr=dr+er+1
az3+bz+c3=d3+e3+f3

Isso reduz o problema de encontrar solugdes para um quadrado magico
multiplicativo ao problema de encontrar solu¢des para essas somas. E isso,
em esséncia, é analogo a encontrar solu¢des para quadrados magicos
convencionais, ou seja, aditivos.

Grosso modo, podemos enunciar a relacdo entre esses dois problemas
da seguinte maneira:

Um quadrado de ordem 3 é um quadrado magico multiplicativo apenas
se as poténcias de cada um dos fatores primos de seus nove elementos
formarem quadrados magicos aditivos entre si.

Por exemplo, vamos verificar se o quadrado multiplicativo a seguir é
magico:
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resultados obtidos para os quadrados magicos aditivos, que esta disponivel

186624 6 419904 no GUIA DO PROFESSOR desse outro experimento, caso deseje consultar.

Etapa 1 Quadrado magico multiplicativo e PG

17496 | 7776 3456 3 . o
Nesta etapa, os alunos terdo que montar quadrados magicos multiplicativos

com trés sequéncias de nove nimeros diferentes. Sao elas:

144 110077696 | 324
(1, 2,4,8, 16,32, 64, 128, 256),

m (3, 6,12, 24, 48, 96, 192, 384, 768)

Escrevendo cada um dos elementos na forma fatorada, temos: e (100, 50, 25, 25/2, 25/4, 25/8, 25/16, 25/32, 25/64).

Note que primeira envolve apenas poténcias de 2, a segunda poténcias

2836 2131 | 2638 de 2 e uma poténcia “fixa” de 3 e a terceira envolve poténcias positivas
e negativas de 2 e uma poténcia “fixa” de 5.
2337 | 2535 2733 A seguir, o resultado que relaciona progressdes aritméticas e quadrados

méagicos aditivos:
243212937 | 2234

m Quadrados mdgicos e Progressées aritméticas
Dada uma progressao aritmética de nove termos, se posicionarmos todos
Veja o que acontece se olharmos o quadrado formado pelas poténcias i 0s seus termos aj na posicdo que o ndmero i ocupa no quadrado de
de 2 e o formado pelas poténcias de 3: i Loh-Shu, o quadrado resultante também sera magico.
6 1 6 6 1 8 Se o resultado for aplicado as poténcias dos termos de um quadrado
magico multiplicativo, chegaremos ao seguinte resultado:
3 5 7 7 5 30
4 0 ) ) 9 4 Quadrados mdgicos multiplicativos e Progressoes geométricas

: Dada uma progressao geométrica de nove termos, se posicionarmos
m i todos os seus termos a; na posi¢do que o nimero i ocupa no quadrado
. de Loh-Shu, o quadrado resultante também sera mégico. :
Note que ambos formam quadrados magicos aditivos, que sao, inclusive,
diferentes, e isso vale para qualquer quadrado magico multiplicativo.
Em funcao disso, apresentaremos neste guia apenas o enunciado dos
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Etapa 2 Termos centrais e constantes magicas

Esta etapa trazum método bastante simples para determinag¢do do posicio-
namento dos termos de uma progressao geométrica qualquer de nove
termos, de modo que se obtenha um quadrado magico multiplicativo
de ordem 3.

1

N 1/16

= /= =]

1/2

>
[er ]

Além disso, traz uma maneira simples de se obter a constante magica.
Basta notar que a multiplicagdo de todos os nove termos é igual a multi-
plicagdo das trés linhas; portanto, é igual ao cubo da constante méagica.

Fechamento

O contelido necessario para concluir a proposta original ja foi discutido
no préprio experimento e os aprofundamentos possiveis estao disponiveis
no GUIA DO PROFESSOR do experimento QUADRADO MAGICO ADITIVO.
Contudo, a titulo de lembranca e fixacao, vamos enunciar o resultado
sobre a familia mais geral de solugdes para quadrados magicos aditivos:

Qualquer sequéncia de nove termos que possa ser descrita da seguinte
maneira:

ajay+mr,ay+2r,a; +k+3r,a; +k+4r, a1 +k+57, a7 +2k+6r,
aj+2k+7reaqy +2k+8r

pode ser arranjada de modo a resultar em um quadrado magico.

Quadrado magico multiplicativo

Esse resultado pode ser aplicado a poténcia de cada um dos fatores
primos dos elementos de um quadrado magico multiplicativo para produzir
um resultado analogo para este tipo de quadrado magico.

Variacoes

Os quadrados magicos realmente fascinam matematicos profissionais
e amadores. Por exemplo, no portal Mathworld (vide Bibliografia), hd um
texto apresentando alguns quadrados magicos que sao aditivos e multi-
plicativos ao mesmo tempo!

A anélise desses quadrados magicos nao é nada simples, mas pode
servirde inspiracdo para uma provocacao aos alunos apés realizarem esta
atividade.
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