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O método de Monte Carlo

Objetivos da unidade

1. Apresentar um método interessante e simples que permite estimar
a area de uma figura plana qualquer;

2. Abordar probabilidade geométrica.
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Sinopse

Neste experimento, serd apresentado aos alunos um processo interessante
que serve para estimar a area de uma figura plana qualquer, conhecido por
seruma das aplicacdes do Método de Monte Carlo. Para isso, na primeira
etapa, tentaremos mostrar aos alunos que o método funciona e, na segunda
etapa, pediremos para que calculem a area real do territério brasileiro
a partir de um mapa cuja area sera estimada pelo método aprendido.

Contelidos
Probabilidade: Probabilidade Geométrica;

Razao e Proporgdo: Proporcionalidade Direta.

Objetivos

. Apresentar um método interessante e simples que permite estimar a area

de uma figura plana qualquer;

. Abordar probabilidade geométrica.

Duracao
Uma aula simples.

Material relacionado
Experimento: Apostas no relégio, Quantos peixes ha no lago?



Introducao

Podemos dizer que os métodos do tipo Monte Carlo usam a sorte ou o azar
a favor de quem precisa fazer algumas estimativas de areas, por exemplo.
Exploradores de petréleo e de minerais também usam métodos seme-
lhantes para estimar a quantidade do material precioso em uma jazida
recém descoberta. Ha muitos calculos em Fisica Nuclear e de Altas Energias
que precisam determinar quantidades equivalentes a areas (integrais) que
sdo impossiveis de se calcular de maneira exata e muito demoradas para
o computador calcular com alta precisao. Nestes casos, as estimativas
fornecidas pelos métodos de Monte Carlo sdo cruciais para obter respostas
razoaveis em tempos aceitaveis pelos cientistas.

O célculo da area dos objetos desta atividade poderia ser feito de varias
outras maneiras. O principal objetivo do experimento ndo é a obtengao
da area e sim a percep¢do de como podemos responder perguntas de cal-
culo utilizando ferramentas probabilisticas.

Motivacao

Esta atividade é simples, lddica, muito pratica e lida com estatistica e
probabilidade, relacionando-as a conceitos geométricos.
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O experimento

Etapa 1 Sera que o método funciona?

Esta etapa pretende dar alguma confianca aos alunos de que o método
funciona no contexto de medida e de experimento, isto é, trata-se de esti-
mativas estatisticas com erros devido a flutuacdao na amostra, além dos
erros de limitagdes das medidas diretas.

Foi declarado sem demonstracao que a relagao

quantidade média de gréos dentro da figura plana _ drea da figura plana .
quantidade total de gréaos dentro da caixa "~ 4rea do fundo da caixa

vale para qualquer figura plana que esteja colada no fundo da caixa de
sapato. O principal argumento para a demonstracao desta proposi¢ao
estd no FECHAMENTO deste guia e os detalhes podem ser encontrados
na referéncia.

Podemos dizer que a caracteristica aleatéria do procedimento esta no
fato de que os graos nao distinguem um ponto de outro, de forma que,
ao final da mistura, os graos ficam distribuidos de forma homogénea,
em média.

No experimento, a distribuicdo uniforme de 160 graos em uma area de
374cm2implica a associagao, em média, de um grdo para cada

374 5
160~ 2,34cm~.

E claro que o aumento da quantidade de grdos vai aumentar a acuracia
da medida da area, desde que a distribuicdao seja mantida, em média,
homogénea na caixa. Sugira aos alunos experimentarem com outras figuras
planas de areas conhecidas, como o triangulo e o retangulo. Entretanto,
observe que as contas feitas no experimento e neste guia nao darao resul-
tados similares para outras caixas e outras quantidades de graos.
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Etapa 2 Uma boa aplicacao do método

Aaplicagdo para a medida da area de um mapa do Brasil é interessante por
dois motivos: o primeiro por ser uma figura plana nao regular e o segundo
por usar o principio da semelhanca das figuras para relacionar com a area
real do Brasil. No entanto, tanto as medidas quanto as estimativas tém
erros e é interessante discuti-los.

Erros nas medidas

A figura copiada apresenta distor¢des, tanto na planificacao de parte
do globo terrestre em um mapa plano, quanto na c6pia em uma impressora.
As medidas obtidas das distancias entre as cidades mencionadas e a area
real do Brasil sdo as melhores possiveis no globo e ndo necessariamente
mantém a proporcionalidade no mapa utilizado. Finalmente, a medida
tomada com o uso de uma régua milimetrada tem a limitagdo da precisao
da ordem de um milimetro. Assim, a medida do comprimento de 8,6 cm
conta com apenas dois algarismos significativos, o que implica resultados
com apenas dois algarismos significativos.

Erros estatisticos

No caso deste experimento, é de se esperar que a distribuicao de graos
seja aproximadamente homogénea, sendo que as possiveis flutuagdes
da distribuicdo homogénea implicam erros nas estimativas feitas.

Fechamento

Vamos justificar em termos de probabilidade geométrica por que o método
proposto funciona.

Considere um (nico grao que, ao seragitado de maneira completamente
aleatéria, termina seus movimentos em um local da caixa que tenha
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uma figura plana. Com hipétese randdmica, podemos dizer que a probabi-
lidade de que o grao estacione sobre a figura é

_Ar

= A
onde At é a area da figura considerada e A é a area total do fundo da
caixa em consideragao. Assim, temos um sistema de dois eventos para
cada grao. Ele pode estar sobre a figura com probabilidade p; ou nao,
com probabilidade q =1—7p. Se repetirmos o procedimento N vezes,
podemos calcular a probabilidade de que em n vezes o grdo vai parar
sobre a area da figura plana. Este calculo é feito pela distribuicdao binomial.
Para os nossos propdsitos, basta-nos saber que a média de n sera dada
por Np, em termos simbélicos

_ n Ag
n=Np— N =p= AL

0 método empregado usa este resultado e, ao invés de usarmos
um (nico grao porvez, usamos N graos ao mesmo tempo. Como o nlimero
de graos é grande e a proporc¢do da figura nao é extremamente pequena
(nem extremamente grande), um resultado importante em probabilidade
nos garante que a proporc¢ao de grao dentro da figura € uma boa estimativa
da area da figura em relagdo a da caixa. Este resultado é chamado Teorema
Central do Limite. Mais precisamente, este resultado afirma que o erro

da previsao feita é igual a:
5 o/n
FR=— =72

n VN
Por causa desta relagao, entendemos que, quanto maior for a quantidade
de graos, melhor sera a estimativa da area, uma vez que este erro relativo
é inversamente proporcional a raiz quadrada de N.
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Variacoes

Considere a mesma caixa, mas agora divida em faixas paralelas de mesma
largura (um palito de dentes ou de fésforos), como na FIGURA 1.

A razao entre a quantidade de palitos que cai sobre as linhas e o total
de palitos utilizados é uma aproximacdo estatistica para a razao 2/x.
Se a divisao da caixa em faixas nao for de mesmo tamanho, podemos
considerar faixas maiores que o tamanho do palito. Digamos que o palito
tenha comprimento t e a faixa tenha largura h > t. Neste caso, o valor
esperado é a razao

2_h

ot
No experimento, feito com apenas 18 palitos, a caixa fechada foi chacoa-
lhada de maneira a tornar a direcao e a distribuicao dos palitos o mais
homogénea e isotrépica possivel, isto & nenhuma posi¢ao nem direcao
devem ser privilegiadas.
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Em seguida, conta-se os palitos que cruzam as linhas. Este procedimento
foi repetido cinco vezes e obtivemos a média de 10,5 palitos que cruzavam
a linha. Arredondando para dois algarismos significativos, temos a razao
11/18 =0,61e o valor esperado é, que implica um erro relativo de 5%.

Para a turma de alunos perceber que esta € uma medida estatistica
do valor de 7t, é possivel considerar a razao do dobro do total de palitos
dividido pela quantidade de palitos que cruzavam a linha, em média. Isto
é, no caso do experimento feito 36/11 ~ 3,3, quando o valor aproximado
com dois algarismos significativos para 7t é 3, 1, que por sua vez tem um erro
relativo de 6%.

Novamente, se a quantidade total de palitos aumentar, teremos melhores
aproximacoes para o valor esperado. Veja as referéncias para a justificativa
desta estimativa.

Este experimento é conhecido por “agulhas de Buffon” e a terceira
referéncia bibliografica traz mais informacoes sobre ele.
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