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Infinito 1

Série
Matema

Conteudos
Historia da matematica.

Duracao
Aprox. 10 minutos.

Objetivos
1. Introduzir os conceitos de
infinito;

2. Apresentar as consideracoes
feitas pelos gregos sobre o
conceito de infinito.

Sinopse

A busca dos gregos pelo
entendimento do infinito é
apresentada durante o programa,
em uma conversa entre a
professora, Joaozinho e Sofia.
Algumas das dificuldades que os
gregos encontraram para
guestdes envolvendo o infinito
sdo abordadas. A professora
exemplifica ainda conceitos tais
como de infinito atual e infinito
potencial. O rigor matematico
com que deve ser tratado o
infinito € também um dos temas
da conversa.

Material relacionado
Audios: Outro dudios;
Experimentos: ?;
Softwares: ?



Introducao

Sobre a série

A série Matema levanta aspectos histéricos dos fundamentos da
matematica. O contexto da ficcao tem o objetivo de tornar o programa
interessante para o ensino médio e para adolescentes, uma vez que
faz uso do esteredtipo do Jodaozinho, da Sofia e da professora. Em
geral, os assuntos sdao mais elaborados do que os que sdo vistos nos
programas de ensino médio. No entanto, o programa traz ricas
informacdes e tem o devido cuidado com as definicbes e conclusoes
matematicas.

Sobre o programa

Aqui reproduzimos parte de uma versao do roteiro original do prof.
Dicesar Fernandes que deu origem ao programa.

Primeira Parte:

Oi, gente, estamos novamente com vocés, com Joaozinho, aquele
menino terrivel, com SoOa, aquela aluna aplicada, e nossa gentil e
simpatica professora para contar mais uma das muitas histérias da
matematica.

Hoje, vamos conversar sobre o infinito. Os gregos foram os
primeiros a fazer consideracoes sobre o infinito. Essas consideracoes
foram profundas e as idéias gregas perduram por mais de dois mil
anos.

Sofia: Quem foi o primeiro grego a pensar no infinito?
Professora: Parece que foi Anaxagoras, um filésofo que viveu mais

ou menos ha época de Pitagoras. Anaxagoras dizia que nao existe o
infinitamente grande nem o infinitamente pequeno.
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Sofia: Parece complicado pensar no infinito sem fantasiar. O
universo infinito, o amor que deve ser infinito enquanto dure.

Professora: Vocé tem razao. O infinito tem sido usado na literatura,
nas artes, e mesmo na matematica, de uma forma intuitiva, vaga.
Tratar do infinito nos limites da matematica, mesmo de modo mais ou
menos rigoroso, exige um certo cuidado.

Joaozinho: Aquelas histérias do corredor que nao podia alcancar
uma tartaruga, da flecha que nao saia do lugar, nao esta relacionada
com o infinito?

Professora: Sim, estdo. Essas historias foram inventadas por um
grego chamado Zeno de Eléa. O objetivo de Zeno era chamar a atencao
para o fato de que é sempre delicado tratar com infinito. Uma das
historias é a seguinte: um atleta tinha que correr um certo percurso.
Mas para chegar a linha de chegada, ele tinha que percorrer metade da
distancia. Chegando a metade, tinha que percorrer mais a metade da
metade que faltava.

Sofia: Mas assim ele ndao vai chegar nunca no final do percurso!
Professora: Sim Sofial Matematicamente, trata-se de somar um
meio, mais um quarto, mais um oitavo, e assim por diante. Se

tivéssemos que somar dessa forma nao terminariamos nunca.

Joaozinho: E como se explica essa situacao? Porque é claro que ele
iria cruzar a linha de chegadal!

Sofia: E um paradoxo!

Professora: Parece um paradoxo, mas talvez nao seja. Aristoteles
criticou esses supostos paradoxos, fazendo uma distincao entre o
infinito atual ou consumado e o infinito potencial.

Sofia: Mas qual é a diferenca entre esse dois tipos de infinito?

Professora: A idéia de infinito potencial é simples. Por exemplo, os
numeros: é idéia basica da matematica que todo numero tem um
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sucessor. Assim, nao existe o maior numero. Se existisse o maior
numero, ele teria um sucessor, que seria maior do que ele. Seria uma
contradicao. Conclui-se entdo que o conjunto dos numeros naturais é
infinito, mas o infinito mesmo nao entra no raciocinio.

Joaozinho: Entendi. Acho que os numeros pares e 0s numeros
impares sdo infinitos neste sentido.

Professora: Exatamente. Um bom exemplo é a famosa proposicao
de Euclides sobre os numeros primos: dada qualquer quantidade de
numeros primos sempre existe mais um.

Professora: Vejam que ele ndao usa a palavra infinito, como fariamos
hoje dizendo que o conjunto dos numeros primos é infinito.

Sofia: Professora, mas essa distincio nao resolve o problema do
Aquiles. Resolve?

Professora: Nao resolve. Porque os gregos nao tinham na época o
conceito de limite numérico. Por exemplo, seria dificil para eles
imaginar porque as fracdes um meio, um terco, um quarto, um quinto,
etc. que vao ficando cada vez menores, nunca chegam ao zero. Na
realidade, os gregos sO tinham o conceito de numero natural. Sequer
as fracoes faziam parte da matematica.

Segunda Parte:
Sofia: Ouvi falar que os gregos tinham horror do infinito.

Professora: Ja ouvi falar também. Mas os gregos sabiam como
manipular as coisas sem usar o infinito.

Sofia: Hmmmm

Professora: Por exemplo, uma proposicao importante de Euclides
diz o seguinte: dados dois segmentos arbitrarios, um maior do que o
outro, dividindo o maior pela metade, depois a metade pela metade, e
continuando o processo chegaremos a um segmento que sera menor
do que o segmento menor dado. Observem que aqui nao se trata de
dividir o segmento maior infinitas vezes. Mas somente em numero
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suficiente grande de vezes. NUmero para 0S gregos era somente
nuamero natural. O infinito ndao € um numero, muito menos natural.

Joaozinho: Mas isso nao é horror ao infinito.

Professora: Absolutamente, ndo. E rigor intelectual. O infinito ndo é
um numero. Entdo, ndo tem sentido considerar uma fracdo sobre o
infinito e ainda dizer que vale zero. Isto levaria a contradicdes. Mas é
um erro que muitos alunos, mesmo na universidade, cometem.
Tenham isso sempre na cabeca: o infinito ndao € um numero! Logo,
vocés nao podem calcular com o infinito como fazem com os numeros.

Sofia: Mas entdo, por que inventaram esse simbolo que parece um
oito deitado?

Professora: Simplesmente para indicar que uma sequéncia de
numeros cresce indednidamente. Ainda, para abreviar, dizemos que a
sequéncia tende para o infinito. Assim a sequéncia dos niumeros pares,
dos numeros impares ou dos numeros naturais ao quadrado tende ao
infinito. E muito pratico escrever 'n' ao quadrado depois desenhar uma
flechinha e o simbolo do infinito.

Joaozinho: Dona, se 'n' tende para o infinito, 'n' ao quadrado nao
deveria tender para um infinito maior, por exemplo, infinito ao
quadrado.

Professora: Preste a atencao! Ja expliquei que o infinito é apenas um
simbolo, criado para abreviar o fato de que uma sequéncia cresce
indefinidamente. Além disso, como nao tem sentido dividir por zero,
também nao tem sentido elevar o infinito ao quadrado. Nao se calcula
com o infinito como se fosse um numero! Ponha isso na cabeca!

Sofia: Quem teve a idéia de representar o infinito como um oito
deitado?

Professora: Foi o matematico inglés John Wallis, e usou o simbolo
do infinito pela primeira vez em 1655. Na época, Newton tinha 24
anos. Mais tarde, Newton usou idéias de Wallis em seu livro Aritmética
Universal.
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Sofia: Mas os gregos eram espertos, ndao eram? Resolviam
problemas cabeludos sem usar o infinito!

Professora: Pois é. Lendo Euclides e Arquimedes, podemos ver que
eles sabiam como tratar com casos limites, onde estava implicito o
infinito potencial. Vemos isso na retificacdo da circunferéncia feita por
Euclides e no calculo da area do circulo feito por Arquimedes. De
maneira geral, os gregos preferiam evitar problemas que envolvessem
o infinito. Mesmo assim, os gregos deixaram uma heranca matematica
inOnitamente grande.

Joaozinho: Mas como, a senhora nao acabou de dizer que o infinito
nao existe?

Professora: Desculpem. Deveria ter sido mais atenciosa e ter dito
que os gregos deixaram uma grande heranca para a humanidade. A
gente se distrai e acaba usando termos que nao deveria ter usado. Mas
isso & porque estamos numa aula de matematica. Temos que ser
rigidos com os conceitos.

A idéia dos gregos de usar apenas o infinito potencial durou mais
de dois mil anos. Mesmo Gauss, que tinha uma cabeca muito aberta,
aceitava tao somente o infinito potencial. Em 1831, numa carta
enviada a um amigo de nome Schumacher, reprovava o uso do infinito
consumado, nos seguintes termos: Eu devo protestar muito
veementemente contra seu uso do infinito como alguma coisa
consumada, pois isso nunca é permitido em matematica. O infinito nao
é sendao um modo de falar, significando um limite que razées podem
se aproximar tanto quanto desejarmos, quando outros sdao permitidos
crescerem indefinidamente. Essa era a opiniao de Gauss. Para
contrariar uma opiniao de Gauss é preciso muita coragem. Mas um de
seus alunos e um amigo tiveram essa coragem. Porém, essa ja € uma
outra historia.
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Sugestoes de atividades

Antes da execucao

Como motivacao para o audio, o professor pode comentar sobre
alguns dos varios paradoxos envolvendo o infinito que surgiram na
Grécia e foram amplamente debatidos durante a idade média. Os
paradoxos de Zendo de Eléia sdo exemplos classicos. O paradoxo de
Aquiles e a Tartaruga, por exemplo. Aquiles da uma vantagem para a
Tartaruga, assim

Aquiles nunca pode alcancar a tartaruga; porque na altura em que
atinge o ponto donde a tartaruga partiu, ela ter-se-a deslocado para
outro ponto; na altura em que alcanca esse segundo ponto, ela ter-se-a
deslocado de novo; e assim sucessivamente, ad infinitum.

Depois da execucao

Sugere-se ao professor, ap6s a execucdao do audio, discutir alguns
conceitos como: a distincdo entre o infinito atual e o infinito potencial,
o rigor matematico com que deve ser tratado o infinito, o fato do
infinito ndo ser um numero.

O paradoxo de Aquiles e a Tartaruga pode ser resolvido se for
tratado como uma soma de termos de uma progressao geomeétrica
com infinitos termos. Se Aquiles for 10 vezes mais rapido que a
Tartaruga, o momento que Aquiles comecar a correr, a Tartaruga
estara em uma posicdo P e quando Aquiles chegar a essa posicdo em
um tempo t, a Tartaruga estara na posicao P, e assim por diante.
Podemos calcular o tempo de corrida de Aquiles da seguinte forma

T=t0(1 +1/10+1/10%+ ...)

Onde o primeiro termo foi o tempo para alcancar a posicao de
vantagem dada a Tartaruga, o proximo termo sera um décimo do
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tempo anterior, pois por hipotese, Aquiles é 10 vezes mais rapido do
gue a Tartaruga e assim por diante.

De fato, formalmente, ha uma quantidade infinita de termos para
Aquiles alcancar a Tartaruga e por isso 0s gregos antigos pensavam
que era um paradoxo, mas essa soma total é finita. Basta perceber que
€ a soma de uma progressao geomeétrica de razao 1/10. Assim em
T=(1+1/9) t Aquiles alcanca a Tartaruga.

Um exemplo envolvendo o caso do infinito atual é o paradoxo do
voo da Flecha, ou uma versao da corrida entre Aquiles e a Tartaruga:

O que se move deve sempre alcancar o ponto médio antes do ponto
final.

Novamente, o paradoxo nao existe pelo entendimento que a soma da
progressao geométrica de razao 1/2 é finita, como ilustrado abaixo.

l+l+l+i+i+..._i
24 8 16 2° i

Sugestoes de leitura

H. Eves (2007). Introducdo a histdoria da matematica. Editora Unicamp.
Site recomendado: Infinito, uma historia a contar,
http://www.ipv.pt/millenium/millenium34/16.pdf , (23/04/2011,
11:00h)
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