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Roda do Sonho

Série

Matematica na Escola
Conteudos

Area de um circulo, relacio com
outras figuras geométricas e
aspectos historicos.

Duracao
Aprox. 10 minutos.
Objetivos

1. Apresentar a deducao da area
de um circulo a partir do
resultado de Arquimedes
(equivaléncia com a area de um
triangulo) e da relagao entre
areas de figuras semelhantes;

2. Motivar para a busca de
aspectos historicos que foram
fundamentais no
desenvolvimento da matematica
até a forma como é conhecida
hoje.

&

Matematica Multimidia

Sinopse

O programa faz uso dos
personagens Pablo e Arquimedes
para abordar inicialmente o
resultado de Arquimedes de que a
area de um circulo é equivalente a
area de um triangulo retangulo que
tem por base o perimetro deste
circulo e por altura seu raio. No
final também é comentado, que
usando o fato de que todos os
circulos sao semelhantes é possivel
calcular a area de um circulo
apenas conhecendo seu raio.

Material relacionado

Audios: Tamanho da mesa, inveja
de saturno;

Videos: A lenda de Dido; Um certo
fator de escala.
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Introducao

Sobre a seérie

A série Matematica na Escola aborda o conteudo de matematica do
ensino médio através de situacdes, ficcoes e contextualizacdes. Os
programas desta série usualmente sao informativos e introdutorios de
um assunto a ser desenvolvido em sala de aula pelo professor. Os
programas sao ricos em representacdes graficas para dar suporte ao
conteudo mais matematico e pequenos documentarios trazem
informacoes interdisciplinares.

Sobre o programa

O programa faz uso dos personagens Pablo e Arquimedes para
abordar o problema do calculo da area do circulo. Apresenta o
resultado de Arquimedes de que a area de um circulo é equivalente a
area de um triangulo retangulo que tem por base o perimetro deste
circulo e por altura seu raio. No final também é comentado, usando o
fato de que todos os circulos sao semelhantes e assumindo que o
numero que expressa a divisao entre o comprimento e o diametro de
qualquer circulo é 7T, que é possivel calcular a area de um circulo
apenas conhecendo seu raio. Esta é uma forma de justificar a
expressao que os alunos utilizam para o calculo da area de um circulo.

Pablo € um artista plastico e se interessa por ciéncias exatas. Suas
obras sao baseadas em motivos geométricos e circulares. Por isso,
deseja entender a construcao destas figuras.

O personagem Arquimedes aparece em um sonho de Pablo e se
apresenta citando alguns de seus feitos e problemas de gedmetras de
sua época. Um dos problemas citados por ele é o de relacionar areas
de regides planas com a area de outras figuras.

VIDEO
Roda do Sonho 3/20



Para entender mais sobre areas de circulos, Pablo divide um circulo em
setores congruentes e rearranja estes setores em uma disposicao com
a forma aproximada de um retangulo.

Ele percebe que, se considerar subdivisdes do circulo com um numero
cada vez maior de setores, a nova disposicao destes setores se
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aproxima cada vez mais de um retangulo cujo comprimento € igual ao
semiperimetro do circulo e cuja altura é igual ao raio do circulo.
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Desta forma, experimentalmente, ele percebe que a area do circulo é
igual ao produto do semiperimetro do circulo pelo seu raio.

Y AREA = LADO X . LADO Y

AREA = RAIO . COMPRIMENTO
2

O programa mostra mais uma forma de visualmente constatar a
expressao para a area do circulo, apresentando este como uma
reunido de circunferéncias concéntricas sendo que a maior tem raio
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igual ao raio do circulo. Cada uma destas circunferéncias é
desenrolada em segmentos de reta que preenchem um triangulo
retangulo que tem um dos catetos de medida igual ao perimetro do
circulo e o outro cateto de medida igual ao raio do circulo. Isto sugere
que o circulo tem a mesma area deste triangulo, como demonstrou
Arquimedes. Na secao A demonstracdo do vresultado de
Arquimedes, a seguir, a prova desta equivaléncia de areas é
apresentada seguindo os passos da prova de Arquimedes.
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CATETO MAIOR = COMPRIMENTO
CATETO MENOR = RAID

AREA DO CiRCULO: B x H = COMPRIMENTO x RAIO
2 2

No programa é citado o resultado ja conhecido pelos gedmetras da
Antiguidade de que o quociente do perimetro pelo diametro do circulo
€ constante para todos os circulos. Isto pode ser visto notando que
todos os circulos sao semelhantes e, assim, suas medidas
correspondentes sao proporcionais. Por meio de medidas
experimentais, mostravam que esta constante era um pouco maior do
que 3.

+D C $2D 2¢

COMPRIMENTO — 7T
DIAMETRO
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LOGO,

COMPRIMENTO _ n
DIAMETRO

COMPRIMENTO = DIAMETRO x TC

COMPRIMENTO = 2 x RAIO x TT

Arquimedes

Arquimedes (c. 282-212 a.C.) é considerado um dos maiores
matematicos de todos os tempos. Suas abordagens no calculo de areas
e volumes foram retomadas 1600 anos depois na Europa no periodo
do Renascimento e sao consideradas precursoras do advento do
Calculo Diferencial e Integral que por sua vez constitui-se numa base
para muito do que se faz em matematica e ciéncia nos dias atuais.

Seus trabalhos sao realmente notaveis e observamos que ele deixou
registrado em sua obra “O Método”, que tem uma historia muito
interessante, um meétodo de descoberta de alguns dos resultados a
gue chegou (o qual era diferente da forma de provar entao aceita pelos
gregos).

Esta obra é enderecada a Erastostenes (c. 276 -196 a. C.), ele também
um grande matematico (foi quem estimou pela primeira vez a medida

da circunferéncia da Terra) e diretor da biblioteca de Alexandria.

Os trechos abaixo de “O Método” dizem um pouco sobre o génio de
Arquimedes:

Acreditei ser oportuno confiar-te por escrito ... as caracteristicas de um
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método segundo o qual serd possivel abordar a investigacdo de certas
questbes matemadticas através da mecdnica. Algo que além disto estou
convencido que ndo é menos util que a demonstracdo dos teoremas.

que pode representar uma contribuicdo ndo pouco proveitosa a
investigacdo matemadtica, pois suponho que alguns de meus
contempordneos ou sucessores chegardo a encontrar pelo método
exposto resultados que ndo me tenham ocorvrido.

Além do resultado comentado no video, Arquimedes também
demonstrou, por exemplo, expressdes para o volume e area da
superficie de uma esfera.

A demonstracao do resultado de Arquimedes

Proposicao: A area de qualquer circulo é equivalente a area de
um triangulo que tem por base o perimetro do circulo e por
altura seu raio.

O esquema de demonstracao abaixo segue os passos da prova feita
por Arquimedes [Baron]. Esta utiliza o que foi chamado depois de
“método da exaustao”.

Notamos que, como o0s gregos nao tinham a nocao formal de limite,
era necessario no processo de aproximacao demonstrar por duplo
absurdo, isto é se uma quantidade nao pode ser menor que e nem
maior que outra, ela tem que ser igual a esta outra.

(I) Consideremos um circulo de area igual a A_e K a area do triangulo
retangulo que tem por base o perimetro c do circulo e por altura o seu

raio r, A-K. Queremos provar que A =K.
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Para os numeros A_ e K, temos as possibilidades: A=K ou A>K ou
A_<K. Vamos verificar que ndo podem ocorrer as possibilidades A >K e

A_<K. Assim, concluiremos que A=K.

(Il) Primeiro vamos supor que a drea do circulo seja maior do que a

drea do tridngulo retdngulo, ou seja, A_>K.

Seja o quadrado ABCD como na figura.

B C
Dividindo ao meio os arcos AB, BC, CD, DA, obtemos o octégono
AEBFCGDH e os arcos AE, EB, BF, FC, CG, GD, DH, HA.

F
Se necessario, repetimos o processo até que a soma das areas das

regides em vermelho nas figuras abaixo seja menor do que a area do
circulo A_ menos a area K do triangulo, ou seja, menor que o numero
AC_K (:‘::’:)1.

(**)' ver observacao no final desta demonstracao.
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A D
E G
B C
F
H
A D
E G
B C
F

Quando isto acontecer, seja P_a area do poligono correspondente e S a
soma destas areas, isto é, S =A_- P_. Entdo temos S<A_-K. Assim, A -
P <A_-K. Portanto, a area do poligono é maior do que K, ou seja,

P >K. (1)

n

Seja A A, qualquer lado deste poligono e ON a perpendicular baixada

sobre A A, do centro O. Entdo ON é menor do que o raio do circulo.
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Portanto, ON é menor do que o cateto do triangulo retangulo de
medida igual ao raio r do circulo. Também o perimetro p do poligono
é menor do que a circunferéncia c do circulo, ou seja, menor do que o
outro cateto de medida ¢ do triangulo retangulo. Assim, a area do
poligono é menor do que a area do triangulo retangulo de area K, pois
a area P do poligono que é igual a (1/2).ON.p é menor do que
(1/2).r.c=K. Portanto,

P <K. (2)

Assim, por (1) e (2), temos uma contradicao, o que implica que a area
do circulo A_ nao pode ser maior do que K, como supusemos

inicialmente.

(Ill) A seguir, vamos supor que a drea do circulo seja menor do que a

drea do tridngulo retdngulo, ou seja, A_<K.

Circunscrevemos um quadrado ao circulo, como na figura, sendo A, B,

C, D os pontos onde o circulo e o quadrado se tangenciam.
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B B

Se a soma das areas entre o quadrado e o circulo for maior do que K-
A consideramos os pontos médios E, F, G, H dos arcos AB, BC, CD,
DA, respectivamente. Assim, obtemos um octdégono circunscrito ao
circulo. Novamente, se a soma das areas entre o octogono e o circulo
for maior do que K-A_, consideramos os pontos médios dos arcos AF,
FB, ... , DE, EA, obtendo da mesma forma um poligono regular de 16
lados circunscrito ao circulo. Este processo pode ser continuado até
obter um poligono p_ circunscrito cujos espacos entre ele e o circulo,
somados, sdo menores do que K-A_.. Seja P a area do poligono p._.
Entdo P -A <K-A_, o que implica
P <K. (3)
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Os segmentos perpendiculares a cada um dos lados de p_até o centro
do circulo sdo iguais ao raio r do circulo e o perimetro p do poligono é
maior do que a circunferéncia c do circulo. Logo, como a area P_do
poligono é igual a soma das areas de n triangulos isosceles
congruentes de altura r, temos Pn=(1/2)pr > (1/2)c.r=K, e portanto

P > K. (4)

n

Por (3) e (4), temos uma contradicdo, o que implica que a area do
circulo A_ ndo pode ser menor do que K, como supusemos

inicialmente.

(IV) Finalmente, como de (Il) e (IV) a area do circulo nao € maior e nem
menor do que K, so0 pode ser igual a K, ou seja, a drea do circulo é

igual a drea do tridngulo retdngulo de drea K.

(**) Observacao. E intuitivo que o que é afirmado em (**) no item (ll)
acima ira ocorrer depois de um numero finito de subdivisbes. No
formalismo atual da Matematica argumentamos que isto decorre do
fato que o limite da diferenca entre da area do circulo e os poligonos
assim construidos é zero e, portanto, esta ficara menor do que
qualquer numero positivo, como é o caso de A -K, apés um numero
grande de passos. Esta idéia do “tao pequeno quanto se queira’ ja
consta do teorema de Euclides Livro X. 1 : Considerando duas
grandezas distintas, se subtrairmos da maior uma outra maior do que
sua metade, e desta uma outra maior do que sua metade e, assim por
diante, obteremos finalmente uma grandeza que serd menor do que a
grandeza menor considerada inicialmente. No caso aqui considerado,
as hipoteses deste teorema sao satisfeitas, tomando-se a grandeza

menor inicial como sendo A -K e a grandeza maior inicial como sendo
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(A -area do quadrado), da qual serdao subtraidas sucessivamente as
areas triangulares que formam o poligono seguinte (resultando nas
regidoes vermelhas). Isto pode ser verificado geometricamente a partir
da constatacao de que das areas dos triangulos acrescentados em
cada passo sao maiores do que metade da parte do circulo em que ele

esta “inscrito’.

o H P

A D
Note que na ilustracdo a drea do triangulo AHD é igual a metade
5 G da area do retangulo ADPQ e, como a area deste retangulo é
maior do que a darea entre a corda AD e o arco ADH da
circunferéncia, temos que a area do tridngulo é maior do que a
B S ¢ metade da &area entre a corda AD e o arco AHD da

circunferéncia.

Comentario Final

A constatacao de que a area de um circulo é proporcional ao
quadrado de seu diametro e, portanto, de seu raio R (area do
circulo=k.R?, é anterior a Arquimedes. Este fato é usualmente
atribuido a Hipocrates de Quios (C. 430 AC) e & encontrado em
detalhes nos Elementos de Euclides (C. 325 AC), vol XII, 2. Note que
este resultado junto com o de Arquimedes acima mencionado permite
concluir que para qualquer circulo, tanto area dividida pelo raio ao
quadrado quanto a medida do perimetro dividido pelo diametro da o
mesmo numero que € um pouco maior que trés. Arquimedes, usando
dois poligonos de 96 lados, um inscrito e outro circunscrito a um
circulo, concluiu que este numero, o qual s6 foi chamado de Pi (7T),

10

muito depois, estava entre 3+— e 3+ — (ver atividade 3 da secdo

Depois da execucdo)
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O calculo aproximado da area de um circulo ja era feito muito antes
dos gregos pelos babilonios e egipcios que usavam o que seria
8 2

equivalente a considerar 7 como sendo 3+— e 4X|—|,

respectivamente.

Sugestoes de atividades

Antes da execucao

Atividade 1
A quadratura de um poligono de n lados.

Retomando a abordagem de areas no periodo grego (Euclides (C. 325
A.C.), vol IlI), pode ser proposto a grupos de 2 a 4 alunos que
desenhem um poligono de 5 lados e construam com régua e
compasso um quadrado com mesma area do poligono desenhado. O
esquema abaixo deve ser fornecido, pedindo que eles expliquem em
cada passo o porque da area nao se altera de uma figura para outra e
também como executaram as construcdes com régua e compasso. Esta
atividade possibilita uma excelente revisdo de fatos fundamentais de
geometria plana e motiva para questdes que serao que serao
abordadas no video. Questdes naturais que podem ser destacadas
durante esta atividade sao: Onde entra o teorema de Pitagoras para
justificar nesta sequéncia figuras de mesma darea? Este procedimento
de encontrar um quadrado de mesma area pode ser aplicado a um
poligono com qualquer numero de lados?
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ey M N

AG+GL=GM"

ABCDE —% AFDE —w AGE —w AGJH —# AGLK—w GRNM

Depois da execucao

Atividade 1
“Quadratura” de um circulo usando barbante, régua e compasso

Sugerir aos grupos de alunos que desenhem um circulo grande,
contornem seu comprimento com um barbante, e obtenham o
triangulo retangulo de area equivalente (Arquimedes). Eles deverao
entao calcular a area deste triangulo e comparar com o valor da area
do circulo original usando a expressdo tradicional (Area = 7w r?).
Finalmente, partindo do triangulo, eles poderao construir com régua e
compasso o quadrado de mesma area do circulo e comparar os valores
numeéricos obtidos. Observar a diferenca desta construcao para o da
guadratura do poligono da secdo Antes da execucdo (nao foi
necessario no caso do poligono de n lados medir perimetro: o uso de
régua e compasso foi suficiente).

Observacao: Esta atividade, colocada em contraste com a de antes da
execucao, proporciona uma o6tima oportunidade para se abordar o
famoso problema da quadratura do circulo (Construcao de um
quadrado com a mesma area de um circulo, usando apenas régua e
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compasso. Como é conhecido, este problema abordado desde a
antiguidade so6 foi resolvido no século dezenove, quando foi
demonstrada a impossibilidade de tal construcao.

Atividade 2

A drea de circulo como limite de area de poligonos regulares

Esta segunda questdo que pode ser proposta aos alunos possibilita
também uma revisao do significado das funcoes seno e cosseno e uma
idéia intuitiva de limite, através de uma sequéncia que converge para o
numero 7.

A. Deduzir, a partir da decomposicao em triangulos e expressoes
trigonométricas a seguinte expressao para a area de um
poligono regular de n lados inscrito num circulo de raio R:

60 Rsen 3607 | _
n n

= R Sen 360
2

A =nRcos

n

B. Observe que, como a area destes poligonos se aproxima da area

360°

n
tem que se aproximar do numero Z. Use um computador ou
uma calculadora que tenha valores para a funcao seno e teste o
valor desta ultima expressao para valores grandes de n.

n
do circulo quando n cresce muito, a expressio —Sen

Atividade 3

Inspirando-se em Arquimedes para uma estimativa do numero 7T.

O seguinte procedimento da uma idéia de como se obter um valor
aproximado para o numero /7 num esquema que Se inspira na
estimativa de Arquimedes.
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. Considere inicialmente um hexagono regular inscrito numa

circunferéncia: qual a razao entre o perimetro do Hexagono e o
diametro do circulo?

. Divida cada arco definido pelo hexagono em dois e considere

agora poligono regular de doze lados. Procure determinar,
usando o Teorema de Pitagoras, o lado e depois o perimetro
deste poligono em funcao do raio do circulo. Qual o numero que
da a razao entre perimetro e o diametro do circulo?

. Porque vocé pode afirmar que a razoes encontradas em A. e B.

sdo numeros menores do que o numero 77?

.De que forma vocé poderia continuar este procedimento para

obter um numero ainda mais proximo de 77

Atividade 4

Este video pode ser um grande motivador para os alunos investigarem
em livros e na internet sobre os trabalhos de Arquimedes e a
importancia destes no desenvolvimento da matematica. Também
poderao procurar sobre a histéria do nimero 7 e o problema da
quadratura do circulo. Estas informacdes podem ser trazidas e
discutidas numa aula posterior.
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