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Procurando
Xenakis

Série
Matematica na Escola

Conteudos

Crivo de Eratdstenes; Teorema da
Infinitude dos Primos; Teoria dos
NUmeros

Duracao
Aprox. 10 minutos.

Objetivos

1. Apresentar a demonstracao do
teorema da infinitude dos
numeros primos;

2. Introduzir o Crivo de
Eratostenes.

Sinopse

O jovem Pedro, aspirante a
musico, procura pelo compositor
lannis Xenakis. Durante esta
busca, ira conhecer alguns
conceitos de Teoria dos Numeros
e suas aplicacoes.

Material relacionado
Audios: Formigas e primos;



Introducao

Sobre a série

A série Matematica na Escola aborda o conteudo de matematica do
ensino médio através de situacOes, ficcoes e contextualizacoes. Os
programas desta série usualmente sao informativos e podem ser
introdutorios de um assunto a ser estudado em sala de aula ou
fechamentos de um tema ou problema desenvolvidos pelo professor.
Os programas sao ricos em representacdes graficas para dar suporte
ao conteldo mais matematico e pequenos documentarios trazem
informacodes interdisciplinares.

Sobre o programa

O programa aborda dois temas centrais da Teoria dos Niumeros: o
Crivo de Eratostenes e a infinitude dos numeros primos. Os assuntos
tratados sao relacionados com a obra do famoso arquiteto e
compositor lannis Xenakis, nascido na Grécia no ano de 1922 e
falecido na Franca em 2001. Neste sentido, o video também introduz
os alunos a aplicacoes dos conceitos abordados.

lannis Xenakis utilizava diversos principios matematicos tanto na sua
musica quanto na arquitetura, proporcionando uma interessante
relacao entre musica eletronica, arquitetura e matematica. Esta relacao
é evidenciada em um dos seus mais famosos trabalhos, o Pavilhao
Philips, apresentado no video.

O Crivo de Eratostenes, por sua vez, € um mecanismo para a listagem
de numeros primos. Apesar de datar da Grécia Antiga, o crivo ainda é
utilizado na pratica para listagens simples de numeros, por sua
simplicidade. Além disso, alguns algoritmos eficientes para listar
nimeros na atualidade sao fortemente baseados no Crivo de
Eratostenes, como por exemplo, o Crivo de Atkin.
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Figura 1: Pavilhao Philips, projetado para a Expo 58, em Bruxelas

Suponhamos que queremos listar todos 0os numeros primos de 2 até n.
De acordo com o Crivo de Eratdstenes, deve-se primeiramente eliminar
todos os multiplos de 2 neste intervalo. Em seguida, devemos eliminar
todos os multiplos do proximo primo, o ndmero 3, e assim
sucessivamente. Uma importante propriedade deste procedimento é a
de que necessitamos repeti-lo somente até o maior primo menor do
que ou igual a +/x. Portanto, se quisermos listar todos os nuameros

primos de 1 até 100, temos que eliminar os multiplos de 2, 3,5 e 7.

Apesar de simplificar a lista, o Crivo de Eratostenes possui uma alta
complexidade computacional, isto é, nao pode ser aplicavel em tempo
habil a nUmeros primos muito grandes.

A infinitude dos primos é outro tema tratado pelo video. Apesar de ser
de senso comum o fato de que a quantidade de nUumeros primos é
infinita, a sua demonstracao original nao é tao direta. Ela exige o uso
de uma fina técnica matematica: a prova por contradicdo (ou reducao
ao absurdo).

Tal prova esta apoiada em principios de logica classica e baseia-se em
negar a hipotese que se quer demonstrar e, concatenando
logicamente, encontrar uma contradicao partindo desta hipotese. Esse
tipo de prova, apesar de bastante elegante, é algumas vezes evitado
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pelos matematicos por nao chegar de maneira direta ao resultado
desejado. Dentre os outros tipos de demonstracao estao a prova
direta, a demonstracao construtiva e a inducao matematica.

Além da infinitude dos primos, existem alguns fatos matematicos
classicos cujas demonstracdes sao tipicamente feitas através de uma
prova por contradicao. Dentre eles, pode-se destacar o Argumento de
Diagonalizacao de Cantor (para mostrar que os numeros reais nao sao

enumeraveis) e a demonstracio de que o numero 2 nio é racional.

Esta ultima, de simples execucdao, mostra claramente o conceito de
reducdo ao absurdo. Vamos a ela:

Suponhamos, por absurdo, que +2 seja racional. Entdo existe uma
fracdo irredutivel tal que p/q = v2. Portanto:

P_ 5 _ (P
—=v2 = (—] =2 = p? =24*
q q

Isso quer dizer que p* é um numero par e, por conseguinte, p é par,
portanto podemos escrevé-lo como p = 2r. Neste caso:

2

(2r)2=2g°= ar® = 2g°=22r° =¢q

Pelos mesmos motivos anteriores, temos que g é par, o que é absurdo,

por que a fracdo p/q é irredutivel. Assim, temos que +/2 ndo pode ser
racional.

Sugestoes de atividades

Antes da execucao

Antes da execucao sugere-se que sejam repassados alguns conteudos
acerca dos numeros primos, como sua definicdo e algumas
propriedades basicas. Também pode-se questionar acerca da sua
infinitude. Um interessante exercicio é pedir para que sejam listados
todos os primos até um determinado numero plausivel (por exemplo,
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25), para mostrar a dificuldade de executar esta tarefa, a priori. A
solucao é:2,3,5,7,11,13,17, 19, 23.

Depois da execucao

Depois da execucdo, sao propostos alguns problemas com o objetivo
de ilustrar e expandir os conteudos abordados no texto.

Problema 1. Repetir o exercicio anterior da listagem de numeros
primos até o 25 através do Crivo de Eratéstenes. Fazer o mesmo para
todos os primos menores do que 40.

Solucdo llustra-se, neste exercicio, que com a técnica do crivo é
possivel fazer a lista até nimeros bem maiores que o simples teste de
todos os numeros. Por exemplo, no caso dos primos menores que 40,
apos escrever todos 0s numeros em um papel, sera necessario apenas
eliminar os multiplos de 2, 3, e 5. A solucao é: 2, 3,5,7,11, 13, 17,
19, 23, 29, 31 e 37.

Problema 2. Durante a demonstracdo do teorema da infinitude dos
primos, é definido o seguinte numero:

q =piP2 --Pn T 1,

onde p,,p,, ...p, SA0 0S = primeiros numeros primos e, por

contradicao, chega-se a conclusao de que esse numero deve ser
composto. Verifique que, a depender do valor de n, 0 numero g pode

ser primo ou composto.

Solug¢do: Para n = 2,3,4,5 temos que g € um numero primo. Para n=6
temos que o numero g =2=3«5=7 =11+ 13 + 1 = 30031 é divisivel por
59. Esta tarefa pode ser ardua se feita sem auxilio computacional,
portanto pode ser sugerido aos alunos que apenas verifiqguem que este
numero é divisivel por 59, efetuando uma divisao.

Problema 3. Dois numeros primos sao chamados de primos gémeos
quando a diferenca entre o maior e o menor é 2. O primeiro par de
primos gémeos € o (3,5) e atualmente sao conhecidos pares de primos
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gémeos extremamente grandes, com até 100355 digitos. Encontre os
5 primeiros pares de primos gémeos.

Solucgdo: A solucao é: (3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29, 31) e pode ser
encontrada por simples testes. Vale lembrar que a infinitude dos
nimeros primos gémeos ainda € um fato sem demonstracao, apesar
da simplicidade do seu anunciado. Com isso, os alunos podem ter
contato com uma importante conjectura matematica.

Sugestoes de leitura

José Plinio de Oliveira Santos (2000). Introducao a Teoria dos
NUmeros. Publicacdao IMPA.

Marcus du Sautoy (2007). A musica dos numeros primos: a histéria de
um problema nao resolvido na matematica. Editora Jorge Zahar.

Site recomendado: (inglés ou francés) Site oficial de lannis Xenakis.
Nele pode-se ouvir algumas de suas composicoes:
http://www.iannis-xenakis.org
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