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Oferenda Musical
de Bach

Série
Matematica na Escola

Conteudo
Geometria, isometrias no plano.

Duracao
Aprox. 10 minutos.

Objetivos

1. Estudar as isometrias no
plano;

2. Discutir isometria na musica,
isometria nas artes, isometria
na computacao grafica e
isometria na natureza.

Sinopse

Num estudio de filmagem, a
jovem Lucia esta tocando uma
musica em um cravo: Oferenda
Musical, de Bach. Ela e o diretor
Jodao conversam sobre detalhes
da gravacao quando as folhas da
partitura caem e se espalham no
chao. Ao pegar as folhas do
chao, ela percebe que as notas
do comeco ao fim sao as mesmas
do fim para o comeco de uma
folha. Ela conversa com Joao que
explica a ela como Bach usou no
seu universo as simetrias.

Material relacionado
Experimentos: Espelhos e
simetrias;

Videos: Naturalmente.



Introducao

Sobre a série

A série Matematica na Escola aborda o conteudo de matematica do
ensino médio através de situacdes, ficcoes e contextualizacdes. Os
programas desta série usualmente sao informativos e podem ser
introdutdérios de um assunto a ser estudado em sala de aula ou
fechamentos de um tema ou problema desenvolvidos pelo professor.
Os programas sao ricos em representacoes graficas para dar suporte
ao conteudo mais matematico e pequenos documentarios trazem
informacoes interdisciplinares.

Sobre o programa

O programa aborda as simetrias no plano por meio de uma musica
chamada Oferenda Musical, de Bach, de uma maneira muito
interessante e diferente. Outras musicas também sao construidas por
Jodao, usando as simetrias no plano. Uma maneira muito divertida e
interessante.

Um objeto qualquer é
simétrico em relagéo a uma
transformacéo ou operagao
sobre elese a
sua forma nao muda
com a transformagéo.
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Na Matematica, as isometrias no plano sao transformacoes no plano a,
que sao bijetoras, ou seja, injetoras e sobrejetoras, e que preservam
distancias, ou seja, se T:o. —a é uma isometria, entao para quaisquer
pontos P e Q de « , temos distancia de T(P) a T(Q) = distancia de P a Q.

As isometrias ou movimentos rigidos nos sao bastante familiares.
Coloque uma folha de papel num lado de uma mesa e desloque-a até o
outro lado. Se vocé nao amassou ou cortou a folha, neste movimento o
tamanho e a forma da folha de papel nao sofreram nenhum tipo de
alteracdao. Temos entao que a sua posicao final foi obtida por alguma
isometria.

Dizemos que duas figuras F e G no plano euclidiano a sao simétricas,
se existir uma isometria T: a—oa, tal que G é a imagem de F por esta
isometria (G=Im(F)).

Isometrias
As isometrias no plano (como mostra o video) sao as seguintes:

1) Reflexdes em retas.
Dada uma reta r, como abaixo, a
isometria T que leva cada ponto P !
do plano em seu simétrico P, em )
relacdo a reta r é chamada reflexao g
na reta r. A reta r € chamada de eixo .
de reflexdo de T. Esta isometria
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também é chamada de ' IS
espelhamento, sendo aretar o s
espelho. )
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Existem figuras U que podem ser vistas como a unidao de F com Im(F),

U=Fulm(F), pela reflexdo numa reta r que intersecciona essa figura.
Dizemos que U é uma figura simétrica em relacao a esta retar.

A reta r € chamada de eixo de simetria de U.
Dizemos que ha uma simetria axial quando existem eixos de simetria.

Exemplos

No video aparece um quadrado com um
eixo de simetria. Na realidade, o quadrado
€ simeétrico em relacao a 4 eixos de
simetria: as retas suportes de suas
diagonais e as mediatrizes dos seus lados. z

Uma circunferéncia é simétrica em relacao a reta suporte de qualquer
um de seus diametros.

Um triangulo isosceles € simétrico em relacao a mediatriz da sua base.

2) Translacao.
Seja (a,b) um vetor dado em a. T:a—o € uma translacao sequndo o
vetor (a,b), se T(P) = T(x,y) = (x+a,y+b), se (x,y) forem as
coordenadas cartesianas de P e (a,b) forem as coordenadas do vetor
dado.

Se (a,b) = (1,0), temos uma translacao horizontal, na direcao do
eixo x positivo. Observe que no video Jodo apresenta uma partitura
com translacao horizontal.

3) Rotacao.
Na rotacdao necessitamos de um ponto O fixo e um angulo 6
orientado (positivamente no sentido anti-horario e negativo no
sentido horario).
A rotacao de centro O e angulo 6 € a isometria T(O,0) :0—a , tal que
deixa O fixo e leva PO, no ponto X’ como abaixo.,

VIDEO
Oferenda musical de Bach 5/10



- -
g == 7 X
v o c; -7

Em particular , quando 6 = 180, a rotacao T(O,180) é chamada de
meio-giro ou de reflexdao em relacao ao ponto O.

Dizemos que uma figura tem simetria de rotacdo de um angulo 6,
ou tem simetria 6-rotacional, quando coincide com sua imagem pela
rotacdo do angulo 6 ao redor do seu centro.

Exemplos: o quadrado tem simetria 90-rotacional e também 180-
rotacional; o triangulo equilatero possui simetria 120-rotacional.

Isometria nas artes

Como mostra o video, M. C. Escher, artista holandés (1898-1972) e
também matematico, utilizou em seus trabalhos simetrias de rotacao,
de reflexdo e de translacao.

O professor pode pesquisar com os seus alunos os termos “simetria” e
“Escher” para enriquecer o conteudo.

Isometria na musica
Bach usou simetrias nas suas obras, como mostra o video.

Isometria nas animacoes graficas

Uma animacao feita num computador, como os desenhos animados de
antigamente, consiste em varios quadros que sdao apresentados numa
sequéncia muito rapida, nos dando a ilusdo de movimento. Para fazer
isso, o computador precisa conhecer as transformacdes no plano. Para
mover as figuras sem deforma-las, ele vai usar as isometrias.
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Veja alguns exemplos de isometria (aproximada) no corpo humano, na

coruja e na borboleta:
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Sugestoes de atividades

Depois da execucao

Professor sugira a seus alunos, se precisar, a usarem papel
transparente para as seguintes atividades:

1) Trace os eixos de simetria de cada letra abaixo, se houver:

BEFHJLMNPS

2) Trace os eixos de simetria de cada figura, se houver.

(<=

N

_—
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3) Observe a carta do baralho “dama” abaixo. Verifique que uma das
figuras da dama pode ser obtida através de uma rotacao da outra.
Marque o centro O de rotacao e determine o angulo de rotacao.

4) O pentagono e o triangulo regulares possuem simetria 6-rotacional.
Encontre 6 em cada caso.

Dizemos que um poligono regular de n lados possui simetria
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_ (360k)
n

6

rotacional, se k for inteiro positivo, k=0,1,2,...,g, se n for

(n-1)

par e k=0...., , para n impar.
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