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1. Apresentar uma breve historia dos
nimeros complexos.

2. Apresentar a formula de De Moivre, para
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complexos.
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O sonho nao
acabou

Série
Matematica na Escola

Conteudos

Numeros complexos e sua
historia. Formula de De Moivre.
Adicao e multiplicacao de
nimeros complexos.

Duracao
Aprox. 10 minutos.

Objetivos

1. Apresentar uma breve historia
dos numeros complexos.

2. Apresentar a formula de De
Moivre, para potencias
inteiras de numeros
complexos.

3. Mostrar as raizes n-ésimas de
numeros complexos.

Sinopse

Este é o segundo video sobre os
numeros complexos com o
mesmo personagem Hans, Um
jovem estudante. Hans vai dormir
e sonha com outro jovem, agora
€ o Morfeu, o deus dos sonhos.
Morfeu explica direitinho ao
jovem sobre a historia dos
nimeros complexos, chegando a
formula de De Moivre.

Material relacionado

Videos: Um sonho complexo, O
sonho continua;

Audio: Complexos;

Software: Movimentos complexos.
Experimento: Transformacoes de
Mobius.



Introducao

Sobre a série

A série Matematica na Escola aborda o conteudo de matematica do
ensino médio através de situacoes, ficcoes e contextualizacdes. Os
programas desta série usualmente sao informativos e introdutorios de
um assunto a ser estudado em sala de aula pelo professor. Os
programas sao ricos em representacoes graficas para dar suporte ao
conteudo mais matematico e pequenos documentarios trazem
informacoes interdisciplinares.

Sobre o programa

Este video faz parte de uma trilogia,
sobre nimeros complexos. O primeiro,
Um sonho complexo, usa a dualidade do
personagem do livro Médico e o Monstro.
O segundo e o terceiro usam Morfeu, o
deus dos sonhos. Todos eles tratam da
histéria dos numeros complexos e de
algumas de suas propriedades. Faremos
aqui um resumo da historia que vai
aparecer nos trés guias correspondentes
aos programas.

COS X +\-1.8Sen x

(cos x + V-1 . sen x)* = cos(nx) +\ -1 . sen(nx)

Girelamo Cardano |
(1501 - 1576)
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Astréloge
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Um pouco de historia dos numeros complexos.

Durante muitos séculos de estudo de equacbOes algébricas os
matematicos pensavam nelas como meios de resolver problemas
concretos. Um bom exemplo disto, pode ser encontrado no livro “Ars
Magna” (A Grande Arte) de Giarolamo Cardano (1501-1576) publicado
em 1545. Ele discute o problema de encontrar dois nimeros x e y
cuja soma é 10, x+y=10 e cujo produto é 40, xy=40. Este problema
gera uma equacdo quadratica x*-10x+40=0, cujas raizes sao
5-+/-15,5++/-15 . Ele observa que estes niimeros nao existem. Em outro
livro, diz que “v9 é 3 ou -3, mas V-9 ndo é nem 3, nem -3 e sim
alguma terceira espécie de coisa misteriosa.”

O maior triunfo de Cardano foi dar uma férmula para resolver uma
equacao cubica, da forma x'+px+¢g=0. (usada ainda hoje como

Formula de Cardano). A sua férmula dava solucées para muitas
equacOes cubicas, mas em certos casos havia uma aberracdao, pois
apareciam raizes quadradas de nimeros negativos.

O passo que faltava para o entendimento dessas coisas misteriosas foi
fornecido por Rafael Bombelli (1526-1572), discipulo de Cardano. No
seu livro “Algebra”, Bombelli ampliou as idéias de Cardano em diversas
direcbes. Ele argumentou que era possivel operar com essa “nova
espécie de radical” apesar de nao pensar neles como numeros.
Simplesmente usava as operacdes aritméticas com eles. Esse foi o
primeiro sinal de que os numeros complexos poderiam na realidade
serem ferramentas uteis.

Mas o preconceito e a resisténcia entre os ilustres da matematica
continuaram. Meio século mais tarde, Albert Girard e Renée Descartes
parecem ter sabido que uma equacao algébrica de grau n tera n raizes,
desde que se permitam raizes “verdadeiras” (reais positivas), raizes
“falsas” (reais negativos) e raizes “imaginarias” (complexas). Isso
ajudou a tornar a teoria geral das equacdes algébricas mais simples e
arrumada.

O préximo passo foi de Abraham De Moivre no inicio do século XVIII.
Esta implicito no trabalho de De Moivre a seguinte formula:

(cos(x) +isen(x))" = cos(nx)+isen(nx), para n inteiro.
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Alguns anos mais tarde, Leonhard Euler, usando calculo descobriu que

e™ = cos(x)+isen(x), (Quando x é medido em radianos).

Para x=7, esta expressao se torna ¢”=-1, que relaciona alguns dos
mais importantes numeros da Matematica: os numeros irracionais e e
T, 0 humero imaginario j e o numero 1 com o sinal negativo.

Em meados do século XVIII sabia-se que os numeros complexos
tinham uma ligacdo profunda com as funcbes trigonométricas e
exponenciais. Mas persistiam alguns problemas. Para Euler, a +—2
ainda era um problema.

Carl F. Gauss (1787-1855) foi um dos mais impressionantes homens
nos séculos XVIII e XIX. Em sua tese de doutorado, na Universidade de
Helmstadt, escrita aos vinte anos de idade, deu a primeira
demonstracdo do Teorema Fundamental da Algebra, que uma equacio
polinomial, com coeficientes complexos, e de grau »n>0, tem pelo
menos uma raiz complexa. Euler, D’Alembert e Lagrange haviam feitos
tentativas frustradas desta prova. A ideia por tras da demonstracdo de
Gauss € a substituicao de z por x+iy, na equacdo polinomial geral

f(z2)=0.
Foi Gauss quem propds o termo “numeros complexos”.

No século XIX, as coisas comecaram a ser colocadas em ordem. O
matematico francés J. R. Argand foi o primeiro a sugerir em 1806 que
se poderia representar geometricamente os complexos em um plano.
Gauss propds a mesma idéia em 1831 e este plano no qual os
complexos sao representados é chamado de plano de Argand-Gauss
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Sugestoes de atividades

Antes da execucao

Professor. Antes da execucdao vocé pode apresentar a historia dos
nimeros complexos como a resumida acima ou pelo audio Complexos
da colecao M* Matematica Multimidia.

Durante a execucao

Professor. Para este segundo programa, vocé pode comecar falando
novamente sobre as formas algébrica e trigonométrica de um numero
complexo e em seguida a formula de De Moivre. Aproveite e encontre
raizes n-esimas de um numero complexo.

Forma algébrica.
Um numero complexo € um nimero da forma x+iy, com x e y reais e

i=+/-1. Fixado um sistema de coordenadas no plano, o complexo

z=x+iy € representado pelo ponto P(x,y). O plano no qual
representamos os complexos é chamado de Argand-Gauss.

Os numeros representados no eixo x sao da forma (x,0)=x+i0=x, isto
€, sdo 0S numeros reais.

Os complexos representados no eixo y sao da forma (0,y)=0+iy=y,
sdao os chamados imaginarios puros.

Dado z=x+iy, x € chamada parte real e y parte imaginaria de .
Dados dois complexos z=x +iy, € w=x, +iy,, a soma z+w & definida por

2tw=(x, +x,)+i(y, +iy,) .
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Para representar a soma z+w, no plano veja a figura que segue.

=TT Xy e Yy F )

Forma trigonomeétrica.
Dado um complexo z=x+iy no plano, denotamos por

r=modOP =+/x"+y".

Um argumento de um complexo, z nao nulo, é por definicdo, qualquer
um dos angulos @=arg(z) que o vetor OP forma com o semieixo

positivo dos x. E claro que todo complexo, tem infinitos argumentos.
Aquele que esta no intervalo (-z,n) é chamado de argumento principal

e € denotado por Arg(z).

Os numeros r e @ sdo as coordenadas polares de 7. A forma polar é
z=r(cos@+isend) .

Dados z e w como acima, o produto zw = (xx,—yy,)+i(x,y, +xy,), que
€ muito mais facil de operar na forma polar:

z=r,(cos b, +isen,), w=r,(cos 8, +isenb,), zw=rr,(cos(6, +6,)+isen(6 +6,)).

Podemos entao verificar geometricamente que o produto de dois
vetores ze w € 0 seguinte, no caso em que mod(w)=1e 8, =6:
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7 [Cos A+ isen Al

A formula a seguir, para o calculo de potencias de um numero
complexo, é conhecida com o nome de formula de De Moivre:

Se n é inteiro, (r(cosé + i send))" = r'( cos (nb) + i sen (né)).

Para a demonstracao pode ver o livro de E. Lages Lima, terceiro
volume, (na referencia) pag 173.

Da férmula de De Moivre, voce pode ensinar os alunos a determinar as
raizes n-ésimas de um nimero complexo.

Depois da execucao

Professor. Sugira aos alunos seguintes problemas:

1) Se z= x+iy, o seu conjugado é definido por z = x-iy. Qual é a
relacao entre os argumentos de z e do seu conjugado?

2) Prove o teorema de Bramagupta: Se a e b sdo numeros naturais e
cada um deles é uma soma de dois quadrados perfeitos, entao ab
também é uma soma de quadrados perfeitos.

VIDEO

O sonho ndo acabou 8/9



3) Determine (1 + 2i)?/ (3+4i).

4) Faca com os seus alunos a representacdo geometrica de zw ,
colocando todas as possibilidades para modulo de z e para modulo e
w.

5) Determine as raizes cubicas de 8.

6) Determine (1 - ivV3)".

7) Calcule (V3 +i) ™.
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