@ Numeros
e funcoes

Matemdtica
Multimidia

Guia do Professor

Video

N

O sonho
Série Matematica na Escola

Objetivos

1. Apresentar dois modelos matematicos
para o crescimento populacional humano,
com a funcdo exponencial e a funcao
logistica.

2. Analisar o crescimento populacional nas
ultimas décadas versus a taxa de
crescimento populacional (em

'° porcentagem) no Brasil.
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O sonho

Série
Matematica na Escola

Conteudo
Funcao e graficos.

Duracao
Aprox. 10 minutos.

Objetivos

1. Apresentar dois modelos de
crescimento populacional: o
de Verhulst e (funcao logistica)
e o de Malthus (funcao
exponencial).

2. Comparar o crescimento
populacional no Brasil com a
taxa de crescimento num
grafico, para fazer previsoes.
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Matematica Multimidia

Sinopse

A Dona Laura se lamenta com o
aumento da populacao no Brasil
aumentou. Muitas pessoas em
todos os lugares! Elaligaa TV e
um demaégrafo lhe explica sobre
o crescimento populacional no
Brasil e a sua taxa de
crescimento. Dona Laura, dorme
em frente a TV e quando acorda
tem a sensacao de que esta
conversa tinha sido um sonho.

Material relacionado

Audios: O que é exponencial?
Mais vivos ou mais mortos?
Populacao mundial, Estimativas
e idades;

Videos: A velha historia das
multidoes, Colméia global;
Softwares: Crescimento
populacional.
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Introducao

Sobre a série

A série Matematica na Escola aborda o conteldo de matematica do
ensino médio através de situacoes, ficcoes e contextualizacdes. Os
programas desta série usualmente sao informativos e introdutorios de
um assunto a ser estudado em sala de aula pelo professor. Os
programas sao ricos em representacoes graficas para dar suporte ao
conteudo mais matematico e pequenos documentarios trazem
informacoes interdisciplinares.

Sobre o programa

O programa aborda dois modelos matematicos simples, para o
crescimento populacional. Um deles é de Verhulst e o outro é de
Malthus. Uma funcdo nova para os alunos vai aparecer no modelo de
Verhulst , a funcao logistica.

O modelo de crescimento exponencial, de Malthus é adequado para
descrever o crescimento de varios tipos de populacao, porém,
obviamente uma populacao nao pode crescer exponencialmente para
sempre. O modelo de crescimento exponencial simples torna-se
inaplicavel quando o ambiente comeca a inibir o crescimento
populacional.

A curva logistica de crescimento (de Verhulst) € um modelo importante
que leva em consideracdao alguns efeitos do ambiente na populacao.
Para pequenos valores de t, a curva tem a mesma forma basica que
uma curva exponencial. Quando a populacio comeca a sofrer
problemas com superpopulacdao ou falta de alimentos, a taxa de
crescimento populacional comeca a diminuir. Eventualmente, a taxa de
crescimento decresce para zero, que é exatamente o que o video
mostra, a medida que a populacao atinge o tamanho maximo que o
ambiente pode suportar.

VIDEO
O sonho 3/7



No modelo de Malthus, a funcdao P(t) que da a populacao em funcao do
tempo t é:

P(t)=Cxe", onde C e k sao duas constantes, e C é positiva.

Note que k>0 da crescimento e de k<0, da um decaimento.

O modelo de Verhulst, é dado pela funcao (chamada funcao logistica,
ou curva logistica),

P(I)ZL_MM onde B, M e k sao constantes positivas.
1+ Bxe

Esta funcao tem um comportamento muito interessante, veja, por
exemplo, o seu grafico:

Tamanho da populagdo

Tempo

Figura 1: grafico de uma funcao logistica

Esta funcao é sempre crescente.
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O grafico tem a concavidade para cima a principio e depois concavo
para baixo. No ponto de inflexao, que é onde muda a concavidade a
inclinacio é maxima. A esquerda desse ponto, o grafico é concavo
para cima e a taxa de crescimento é crescente. A direita do ponto de
inflexao o grafico é céncavo para baixo e a taxa de crescimento vai
decrescendo até zero. A populacdao entdo atinge o seu ponto maximo
de sustentabilidade, que é o M.

Para encontrar o instante t a partir do qual a taxa de crescimento ¢é
nula, o demografo na tela da TV, mostra um grafico da taxa de
crescimento versus a populacdo do Brasil na décadas da tabela inicial.
(segundo o IBGE). (o eixo horizontal marca a populacao e o vertical a
taxa de crescimento).
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Os pontos no grafico podem ser aproximados por uma reta
decrescente (grafico de uma funcao afim), que quando expandida até o
eixo horizontal, que é o eixo da populacdo, da o ponto de
coordenadas (M,0), onde M é o valor maximo da populacao, e a taxa é
zero.
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Sugestoes de atividades

Depois da execucao

Sugestao de atividade para os alunos.

Suponha que 100 peixes sao colocados num lago. Passados 3 meses, a
populacao de peixes esta em 250. Um estudo ecoldgico prevé que o
lago pode suportar uma populacdo de até 1000 peixes. Encontre a
formula para o numero de peixes P(t) no lago, t meses apds os
primeiros 100 peixes terem sido ali depositados.

Solucao: Veja que o problema é o mesmo da populacao humana, a
populacdo limite é agora dada, 1000 e a funcao que modela este
problema é a mesma . Entao o trabalho esta em encontrar as
1000

constantes Be k, em P@r) = )
( ) (1+Bxe—1000kt)

Em t = 0, tinha 100 peixes, assim, colocando esta informacdao na
equacgao acima, obtemos 100 = P(0) = 1000/( 1+B). Dai 1 +B = 10 e
B=9. Desde que P(3) = 250, temos

1000
250=—
(1+9x e™%)

equacao obtemos:

. Isolando a exponencial e aplicando a funcao In, na

—3000k:1n(§j, e k é aproximadamente 0,00037.
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