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Naturalmente

Série
Matematica na Escola

Conteudo
Matematica na Natureza: formas
geomeétricas.

Duracao
Aprox. 10 minutos.

Objetivos

1.

Apresentar algumas relacgoes
matematicas presentes na
natureza,

. Motivar a descoberta de

processos de otimizacgao, que
envolvem relacOes de
geometria e de trigonometria.

‘g

Matemadtica Multimidia

Sinopse

A jovem Ana envia as fotos que
tira em um trabalho de campo
para Artur, que a auxilia a
descobrir na natureza alguns
exemplos de relagdes
matematicas que descrevem
formas e processos de
otimizacao.

Material relacionado
Experimentos: Espelhos e
Simetrias; Montanhas
Geomeétricas; O Quadrado de
Koch; Padrdes no Plano.
Videos: O Codigo de Pascal.
Softwares: Trigonometria e
Halos.
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Introducao

Sobre a série

A série Matematica na Escola aborda o conteddo de matematica do
ensino médio através de situacles, ficcOes e contextualizacbes. Os
programas desta série usualmente sdo informativos e introdutdrios de
um assunto a ser estudado em sala de aula pelo professor. Os
programas sao ricos em representacOes graficas para dar suporte ao
conteddo mais matematico e pequenos documentarios trazem
informacdes interdisciplinares.

Sobre o programa

O programa aborda diferentes relacbes matematicas presentes na
natureza. Enquanto realiza um trabalho de campo a personagem Ana
envia as fotos que tira para Artur, que a auxilia no seu processo de
descoberta de conceitos presentes nas formas geométricas que ela
observa.

O formato aparentemente hexagonal dos favos das abelhas envolve
duas questbes matematicas: o0 problema isoperimétrico e as
possibilidades de ladrilhamento do plano.

A questdo abordada inicialmente no programa € que entre o0s

poligonos com 0 mesmo numero de lados e mesmo perimetro, o
poligono regular € o que tem maior area:
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Poligonos Poligonos
Regulares Irregulares

A

9
8

Figura 1: llustracdo do programa mostrando que poligonos regulares tém &areas
maiores do que poligonos irregulares

Uma demonstracdo para este fato pode ser feita por inducdo sobre o
numero de lados [4]. A partir de um poligono qualquer, constroi-se
inicialmente um poligono equilatero e depois um regular (com angulos
também iguais), mantendo o numero de lados e aumentando a area a
cada passo.

O problema equivalente a este também € apresentado: dentre dois
poligonos regulares com o0 mesmo perimetro, aquele que possui maior
area é justamente o que possui 0 maior numero de lados.

@ VIDEO

Matemadtica Multimidia Naturalmente 4/13



10cm Scm

Perimetro = 10+10+10 = 30 Perimetro = 5+5+5+5+5+5 = 30

perimetro do HEXAGONO = Perimetro do TRIANGULO
30cm

AREA DO HEXAGONO > AREA DO TRIANGULO

=l

Figura 2|: llustracdo do programa mostrando que poligonos regulares tém areas
crescente com o numero de lados, mantendo o perimetro constante.

A verificagdo desta afirmagao pode ser realizada deduzindo-se a
expressao geral para o calculo da area de um poligono regular de n
lados:

2

_P
ntan (%)

na qual p representa o semi-perimetro e n o0 numero de lados da
figura. A deducédo da expressdo acima € uma otima oportunidade para
explorar relacbes trigonomeétricas, como € sugerido nas atividades
propostas ao final deste guia. Como a sequéncia de areas (4,) é
crescente’, temos que a area cresce em funcdo do nimero de lados n.

A, =

' Uma forma de provar este fato é usando céalculo diferencial. Mostra-se inicialmente que a
funcéo tan(y)/y é crescente. Assim, para y=n/n, quanto maior o valor de n, menor € o valor
da funcé@o que esta no denominador da expressao de A .
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Como é ressaltado no programa, o poligono regular também é o de
menor perimetro dentre os poligonos de n lados de mesma drea. Isto
pode verificado partindo do resultado anterior e utilizando um fator de
escala: dado um poligono qualquer de area A, n lados e perimetro 2p,
consideramos o poligono regular P de n lados com este perimetro, o
qual tera uma area B maior do que ou igual a A. O poligono regular P’

semelhante a P obtido por uma reducdo de escala de fator k = 1/\/%

tera perimetro 2pk que é menor do que ou igual a 2p e area igual a k’B
= A.

Agora, entre dois poligonos regulares de mesma area, o poligono que
tem o menor perimetro sera justamente aquele que possui 0O maior
numero de lados. Verificamos este fato analisando novamente a
féormula para o calculo da area de poligonos regulares, agora escrita
como:

A,ntan (%) = p?

Como a sequéncia ntan (g) € estritamente decrescente, termos que

gquanto maior o valor de n, menor o valor de p? e consequentemente,
menor o valor do perimetro.

No processo de armazenamento de mel, além de minimizar o contorno
do favo, procura-se o melhor “empacotamento” ou ladrilhamento. Ja
conhecendo o resultado de que poligonos com maior numero de lados
minimizam o contorno para uma area fixa, procura-se a solucdo de
outro problema: qual é o poligono regular com maior numero de lados
que possibilita um ladrilhamento do plano?

Esta questao pode ser abordada de forma direta, sabendo que para
que um ladrilhamento ocorra € necessario que a fragdo 2, na qual 6 é
0 angulo interno do poligono, seja um numero inteiro positivo.
Obtemos um angulo interno de um poligono regular utilizando

_ . . ~ 2
0 =™=2  gQubstituindo na fracdo apresentada, teremos ,T(n—’_tz) e
n —N - =7

n

. - 2 .
simplificando obtemos n—_"z que pode ser escrito em sua forma
2n—4+4

. , . 4 , , . .
equivalente por que é igual a 2 +— que € um namero inteiro
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e positivo apenas se n-2 for divisor de quatro. Assim temos que n=3,
n =4 ou n =6.

Figura 3: exemplos de ladrilhamento

As simetrias apresentadas no programa sao utilizadas para despertar o
interesse dos alunos, nédo pretendendo esgotar o assunto.

Sado também apresentados dois tipos de espirais, a espiral conhecida
como de Arquimedes, que possui diferenca constante entre duas
voltas e cuja idéia intuitiva pode ser dada por uma cobra enrolada. A
outra espiral apresentada no programa possui crescimento
exponencial e é conhecida como espiral logaritmica. Utilizando
coordenadas polares, nas quais « € interpretado como angulo (em
radianos) entre o vetor posi¢cdo do ponto da curva e o eixo do x e r
como a distancia do ponto a origem (distancia polar), podemos utilizar
equacdes que descrevem cada uma destas espirais [2]:

Espiral de Arquimedes: r=aa+b (a>0, b >0)(linear).
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Espiral Logaritmica: r=a.q“ (a>0, g>1) (exponencial).

A espiral logaritmica apresenta uma propriedade relacionada a figuras
auto-semelhantes. Esta caracteristica parece ser uma indicacdo do
porque da frequéncia de formatos como este na natureza.

Da sua equacdo tem-se que a distancia entre as voltas cresce
geometricamente a uma razdo constante de ¢**. Uma aproximacao

poligonal desta espiral pode ser construida por triangulos semelhantes
como ilustrado na figura.

Figura 4: espiral logaritmica

Considerando a espiral logaritmica descrita por r=0,5.12)"(a em
radianos), os tridngulos OAB, OBC, OCD, etc sdo semelhantes com
AOB =BOC =COD =...=0,59rad =33,8° e oABzoéczoéDz...;1,45rad;830.
A razdo de crescimento entre as voltas desta espiral é de
aproximadamente 3,144.

A Sequéncia de Fibonacci® de elementos F_é dada por:

{ FF=1=F,,
Foyrn=F +F4

? Leonardo de Pisa, conhecido como Fibonacci (filho de Bonéacio) introduziu em seu livro
Liber Abaci de 1202 esta sequéncia conhecida na matematica indiana na Europa Ocidental.
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Os elementos desta sequéncia sdo apresentados no programa
ilustrando numeros que descrevem a quantidade de pétalas de
algumas flores.

Embora este fato ndo seja abordado neste programa esta sequéncia
estd relacionada ao chamado numero de ouro, bastante utilizado em
trabalhos de arte. Consideramos a sequéncia formada por todas as

~ F, ~ . . ~ .
razoes ’;—“ onde Fn e FM sdo dois termos consecutivos da sequéncia

n

. . . F, -
de Fibonacci. Temos que hmn_wc,:;—+1 = @, na qual ® =5, 0 nimero de
n

2

ouro [3].

Os numeros da sequéncia de Fibonacci ainda podem aparecer na
natureza representando o crescimento de galhos de algumas plantas,
ou mesmo em filotaxia, representando o arranjo de folhas ao redor de
um caule [2].
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Figura 5: construcdo de uma aproximacado do retangulo aureo

Os numeros da sequéncia de Fibonacci também séo utilizados para a
construcdo de uma curva bastante conhecida, que é a “pseudo-espiral”
de Fibonacci. Para a construcdo desta “espiral” utilizamos dois
quadrados de lado 1 colocados lado a lado, obtendo um retangulo de
dimensdes 2x1. Ao lado do retangulo obtido colocamos um quadrado
de lado 2, obtendo assim um retangulo 3x2. Ao lado deste retangulo
colocamos um quadrado de lado 3, obtendo assim um retangulo 5x3.
Continuamos a anexar quadrados de lados iguais a maior dimenséo
dos retangulos [3]. Os lados destes quadrados formam a sequéncia de
Fibonacci, como mostrado na figura acima.

Utilizando um compasso, tracamos um quarto de circulo em cada
quadrado, formando assim a curva que parece (mas ndo é) uma
espiral, como ¢é ilustrado na figura. Pode também ser notado, pelo
comentario feito sobre o numero de ouro acima, que os retangulos
sucessivos que contém os trechos da pseudo-espiral sendo formada
se aproximam do chamado retangulo aureo, cuja proporg¢ao entre 0s
lados é o numero de ouro.

13
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Figura 6: “pseudo-espiral” de Fibonacci
Outras imagens mostradas no programa, como a teia da aranha,

podem também ser utilizadas para discussbes acerca de formas e
processos de otimizagao encontrados na natureza [2].

Sugestoes de atividades

Antes da execucao

Por ser um programa que abrange diversos assuntos, ndo s6 da
matematica, o professor pode, antes da exibicdo do programa, dar
énfase a aspectos que facilitem o trabalho que serd desenvolvido
depois.

Sugestédo de atividade para os alunos

- Calcular as areas de um triangulo equilatero, um quadrado e um
hexagono regular de mesmo perimetro. Da mesma maneira, fixando
um valor para a area o professor pode solicitar aos alunos que
comparem o0s perimetros de um triangulo equilatero, um quadrado e
um hexagono regular, com esta area.

O professor também pode promover um pequeno debate com os
alunos, listando algumas formas matematicas que eles observam na
natureza e apos a exibicdo do programa chamar atencdo, sobretudo
aos processos de otimizacao.

Depois da execucao

Sugestédo de atividades para os alunos

Poligonos regulares e ladrilhamento

Demonstrar que apenas os triangulos equilateros, os quadrados e os
hexagonos regulares ladrilham o plano.
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Formula da area de um poligono regular de n lados

Deduzir, a partir da decomposicdo em triangulos e expressdes
trigonométricas, a expressao

ntan\—) =
n n p
para o calculo da area de um poligono regular de n lados.

Areas de retangulos

Demonstrar que de todos os retdngulos de mesmo perimetro, o
quadrado é o que possui maior area. A demonstracdo pode ser
realizada estabelecendo-se a funcdo area de um retangulo qualquer,
com perimetro fixo e utilizando maximos e minimos de uma funcao
quadratica (vértice da parabola).

Ladrilhamento com quadrilateros

Solicitar aos alunos que desenhem um quadrilatero (regular ou néo) e
reproduzam muitas copias deste em folhas coloridas. O aluno devera
cobrir a mesa encaixando um quadrilatero no outro (ladrilhamento).
ApOs realizar a atividade o professor podera demonstrar que qualquer
quadrilatero ladrilha o plano [1].

Espirais e auto-semelhanca

Construir com régua e compasso um triangulo obtuso com trés lados
diferentes e a partir dele construir uma sequéncia de triangulos
semelhantes ao primeiro, de modo que o lado maior de um triangulo
coincide com o lado médio do seguinte, como a sequéncia de
triAngulos na figura da espiral logaritmica que esta no texto. A
poligonal formada pelos lados menores dos triangulos da sequéncia
aproxima uma espiral logaritmica.

Sequéncia de Fibonacci

Propor o problema envolvendo os casais de coelhos, que consta do
livro de Fibonacci, enunciado abaixo:

- Cada casal de coelhos consegue se reproduzir aos dois meses de
idade.
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- Todos os meses, a partir dos dois iniciais, cada casal de coelhos da
origem a um novo casal de coelhos.

Se todos os casais de coelhos se reproduzirem da mesma forma que o
primeiro, quantos casais de coelhos havera no comeco de cada més?
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