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Objetivos

1. Apresentar o problema isoperimétrico;

2. Apresentar aspectos historicos relativos ao
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3. Aplicar as soluc¢des do problema em

situacdes reais, com restri¢cdes.
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A Lenda de Dido

Série
Matematica na Escola

Conteudo
O problema isoperimétrico.

Duracéao
Aprox. 10 minutos.

Objetivos

1.

2.

Apresentar o problema
isoperimeétrico;

Apresentar aspectos historicos
relativos ao problema;

. Aplicar as solucdes do

problema em situagodes reais,
com restricdes.
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Matemadtica Multimidia

Sinopse

A fazendeira Elisa comprou tela
para fazer um cercado para as
ovelhas na sua fazenda e na
busca para encontrar o melhor
formato para o cercado ela acaba
conhecendo a princesa Dido . As
duas descobrem que possuem
algumas coisas em comum.

Material relacionado
Experimentos: Otimizacdo da
Cerca, Caixa de Papel;

Videos: Naturalmente

Softwares: Otimizacdo de Janelas,
Janelas em arco romano, Janelas
em arco ferradura;
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Introducao

Sobre a série

A série Matematica na Escola aborda o conteddo de matematica do
ensino médio através de situacles, ficcOes e contextualizacbes. Os
programas desta série usualmente sdo informativos e introdutdrios de
um assunto a ser desenvolvido em sala de aula pelo professor. Os
programas sao ricos em representacfes graficas para dar suporte ao
conteddo mais matematico e pequenos documentarios trazem
informacdes interdisciplinares.

Sobre o programa

O programa aborda um problema isoperimétrico em uma situacéao real.
A fazendeira Elisa tem oitenta metros de tela e pretende fazer um
cercado para suas ovelhas. A princesa Dido surge para ajuda-la a
escolher o melhor formato para esta cerca.

A apresentacdo da Lenda de Dido, presente no épico Eneida do poeta
Virgilio, escrito no séc. | A. C. ilustra que a solucdo do problema
isoperimétrico ja era conhecida ha muito tempo atrés, aparecendo em
escritos dos gregos Zenddoro e Pappus[1].

O primeiro resultado apresentado no programa é que dado um
poligono nédo convexo, sempre é possivel encontrar um poligono
convexo de mesmo perimetro e com area maior.

: - Poligono
o s
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Neste caso, utiliza-se uma reflexdo do vértice V que caracteriza o
poligono como nao convexo através da reta definida pelos dois
vértices adjacentes a este. Como pode ser também observado, se
considerarmos o poligono onde as duas arestas que partem de V sao
substituidas por uma uUnica aresta que liga os dois vértices adjacentes
a V, obtemos um poligono convexo com numero de lados menor,
perimetro menor e area maior [4].

Entre todos os poligonos convexos com o mesmo numero de lados e
mesmo perimetro, o poligono regular é o que possui maior area. Uma
demonstracao para este fato pode ser feita por inducdo sobre o
numero de lados [2]. A partir de um poligono qualquer, constroi-se
inicialmente um poligono equilatero* e depois um regular (com
angulos também iguais), mantendo o numero de lados e aumentando
a area a cada passo.

No programa € realizada uma comparacdo entre dois quadrilateros:
um quadrado de lados medindo 20 metros e um retadngulo de lados
medindo 710 metros e 30 metros. Mantendo fixo o perimetro de 80
metros é possivel utilizar maximos e minimos de uma funcdo de
segundo grau para mostrar que entre todos os retangulos, o quadrado
possui maior area. Sejam a e b os lados do retangulo, desta forma
teremos 2a + 2b = 80, ou seja, a + b = 40 (1). A funcgéo area é dada por

A =a.b (ll), isolando b em (l) e substituindo em (II) teremos A = a.(40 -
a) ou ainda A = -a° + 40a , com a variando de zero a quarenta . O
grafico da fungéo area sera portanto uma parabola com a concavidade
voltada para baixo. Esta funcdo assume seu valor maximo quando a =
20, que é associado no grafico ao vértice da parabola (20, 400).

Quando se compara apenas poligonos regulares com o0 mesmo
perimetro, verifica-se que o de maior area € justamente aquele com
maior numero de lados. A verificacdo desta afirmacdo pode ser
realizada deduzindo-se a expressdo geral para o calculo da area de
um poligono regular de n lados:

' Poligono equilatero é um poligono que tem todos os lados de medidas iguais.
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B pZ 2
An = 1800
ntan(

B p
) ntan (T229)

na qual p representa o semi-perimetro e n o numero de lados da
figura®>. Como a sequéncia de areas (A ) € crescente’, temos que a area
cresce em funcdo do numero de lados n.

A partir de uma consideracdo de poligonos regulares de n lados,
inscritos e circunscritos a uma circunferéncia pode-se concluir que a
area do poligono de n lados e perimetro fixo converge para a area de
um circulo de mesmo perimetro [2]. (A deducdo de Arquimedes para a
area do circulo usa esta aproximacao)

mTrad B
e o0

Isto significa ainda que o limite da sequéncia ntan(

numero que foi denominado como ~ que é também a divisdo do

comprimento de qualquer circunferéncia por seu diametro. Temos
2

A p
portanto que a sequéncia (A ) converge para —

A prova de que para um perimetro fixo, a circunferéncia €, de fato, a
Unica curva que contorna a maior area possivel € estabelecida no
classico teorema da desigualdade isoperimétrica:

2 O radiano é uma medida de angulo definida por: 1rd=(180/x%)°. Em textos atuais de
matematica quando ndo se especifica em que unidade esta sendo medido o angulo,

assume-se que esta € o radiano.

®* Uma forma de provar este fato é usando calculo diferencial. Mostra-se inicialmente que a
funcéo tan(y)/y é crescente. Assim, para y=n/n, quanto maior o valor de n, menor é o valor
da funcé@o que esta no denominador da expressao de A .
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Teorema (desigualdade isoperimétrica)

Toda curva fechada de comprimento | cerca uma drea menor ou igual
2

I s s - . ~ Ve
a 4—, e este valor so é atmgldo se a curva em questao fOI’ um circulo
T

o
de raio —.
2

Ha diversas demonstracdes desta desigualdade, utilizando geometria
plana ou mesmo calculo diferencial. Uma referéncia é o artigo [2].

No programa, entretanto, o problema isoperimétrico € abordado com
algumas restricbes. A primeira delas € construir um cercado com
maior area possivel, tendo um dos lados definidos, a saber, a margem
de um rio. Neste caso, a demonstracdo do resultado é feita por
absurdo, utilizando o teorema acima. Como na margem do rio nao
sera utilizada nenhuma cerca, a solucdo para este problema
isoperimétrico tem que ser um semi-circulo. De fato, se a solucéo
fosse uma outra curva C, ao considerarmos a curva fechada onde
adicionamos a curva C a reflexdo dela através da reta associada a
margem do rio, obteriamos uma solu¢cdo que ndo o circulo para a
curva fechada de maior éarea e perimetro igual ao dobro do
comprimento da curva C.

A outra restricdo diz respeito ao uso de mourfes para a construcao
das cercas. No programa a restricdo € de quatro mourdes, e neste caso,
um argumento semelhante ao utilizado acima mostra que a solucéo do
problema isoperimétrico € a metade de um hexagono regular. Uma
tentativa de solucdo, que é a metade de um quadrado é explorada no
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video, contrastando com a solucdo de fato, que é a metade de um
hexagono regular.

No caso geral, que pode ser discutido com os alunos, a solugao para o
uso de n mourdes sera a metade do poligono de 2.(n-1) lados.

Sugestoes de atividades

Antes da execucao

Solicitar aos alunos que calculem a area de diversos poligonos de
mesmo perimetro, para que verifiguem que figuras com mesmo
perimetro podem ter areas diferentes. Por exemplo, dado um
perimetro de 120 cm, calcular as areas de retangulos diversos,
quadrado, triangulos, inclusive o equilatero e hexagono regular.

Depois da execucao

Sugestao de atividades para os alunos
Poligonos ndo convexos

A partir de um poligono ndo convexo fornecido, o professor pode
solicitar aos alunos que encontrem um poligono convexo com maior
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area. Se os alunos apresentarem como resultado um poligono convexo
de mesmo numero de lados, propor entdo que eles encontrem um com
menor ndmero de lados, maior area e menor perimetro.

Retangulos de mesmo perimetro

Propor que os alunos demonstrem que de todos os retangulos de
mesmo perimetro, o quadrado é o que possui maior area.

Formula da area de um poligono regular de n lados

Deduzir, a partir da decomposicdo em triangulos e expressdes

trigonomeétricas, a formula para o célculo da area
2
14 . : .
A, = W de um poligono regular de n lados e semi-perimetro
nitan
n

p.
Construcao de Grafico

O professor pode solicitar aos alunos que calculem o valor das areas
de diversos poligonos regulares de mesmo perimetro, com 0 uso de
uma calculadora cientifica ou programas computacionais, e depois
facam a representacdo grafica dos valores. Apds a apresentacao dos
graficos o professor pode explorar a idéia de limite, mostrando que a
sequéncia dos valores das areas converge para a area do circulo de
mesmo perimetro.

Problemas semelhantes

Solicitar aos alunos que resolvam problemas semelhantes ao
apresentado no programa, alterando o niumero de mourdes, ou ainda
colocando outras restri¢oes.
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