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O Jogo de Dados
de Mozart

Série
Matematica na Escola

Conteudos
Analise combinatoria,
probabilidade.

Duracao
Aprox. 10 minutos.

Objetivos

1. Relacionar musica e
matematica;

2. Apresentar os fundamentos de
analise combinatoria e
probabilidade;

3. Exibir uma aplicacao pratica
de tais fundamentos.

Sinopse

Com a ajuda de Luciano, seu
amigo e professor, o estudante
Luis descobre brincando que é
possivel e muito simples compor

musicas usando apenas dois
dados.

Material relacionado

Audios: Dados ndo transitivos,
Historia da Probabilidade;
Experimentos: Caminhos e
grafos, Jogo das amebas,
Jankenpon;

Softwares: Probabilidades com
urna;

Videos: Musica quase por acaso.



Introducao

Sobre a série

A série Matematica na Escola aborda o conteudo de matematica do
ensino médio através de situacdes, ficcoes e contextualizacdes. Os
programas desta série usualmente sao informativos e introdutoérios de
um assunto a ser estudado em sala de aula pelo professor. Os
programas sao ricos em representacoes graficas para dar suporte ao
conteudo mais matematico e pequenos documentarios trazem
informacoes interdisciplinares.

Sobre o programa

Este video apresenta ao aluno os fundamentos de analise combinatéria
e probabilidade, discutindo de maneira bastante aplicada a respeito do
principio fundamental de contagem, combinacdes e probabilidade de
eventos independentes. Na ficcao, o estudante Luis descobre que é
possivel compor musicas usando apenas dois dados. Com a ajuda de
um de seus professores, que lhe explica como isto funciona, entrega-
se a tarefa de compor sua propria musica, divertindo-se bastante.

R

Figura 1. Luciano e Luis conversam sobre o jogo de dados de Mozart.
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A musica é uma extraordinaria forma de expressao artistica e pode,
entre outras de suas qualidades, transmitir emocoes. Apesar disso, a
musica também pode ser encontrada ao longo da histéria como um
produto de raciocinios légicos ou ainda procedimentos mecanicos, isto
€, como um procedimento algoritmo de um de um programa de
computador. O processo de composicao de melodias conhecido por
“‘Jogo de Dados de Mozart”, cuja autoria é associada ao referido
musico e compositor do século XVIII, € um bom exemplo disso. Neste
jogo, dois dados sdao lancados simultaneamente e repetidamente, de
modo que a cada soma de seus resultados corresponda um compasso,
ou seja, um grupo de sons, tocados em um ritmo e andamento fixos
durante toda a musica. Estes compassos sao determinados segundo a
posicdo que tomarao numa sequéncia de 16 deles, conhecida como
minueto. Como ha 11 possibilidades para a soma dos numeros de dois
dados lancados, o motivo de cada compasso pode ser lido de uma
tabela com 11 x 16 =176 numeros aleatoriamente distribuidos
correspondentes a 176 motivos musicais compostos por Mozart. A
melodia que se deseja construir desta forma consiste de um minueto e
de um trio, sendo este ultimo também uma sequéncia de 16
compassos, determinados de maneira analoga ao anterior, mas que se
joga com apenas um dado e os motivos podem ser lidos de uma tabela
com 6 x 16 = 96 motivos mozartianos. Na tabela, Mozart tomou o
cuidado de compor compassos diferentes para o minueto e para o trio,
de tal maneira que o numero de composicdes possiveis de serem
geradas é da ordem de 1029! Por causa disso, & praticamente
impossivel produzir duas musicas iguais.

Com a invencdo e posterior popularizacao dos computadores,
processos como este foram substituidos por outros ainda mais
sofisticados. Ha varias versdes do Jogo de dados de Mozart na internet
e continua sendo um excelente exemplo da aplicacao da matematica
as artes.
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Sugestoes de atividades

Antes da exibicao do video

Professor, alguns conceitos de analise combinatoria e de probabilidade
sao tratados neste video de uma maneira bastante aplicada e ludica.
Logo, antes de exibi-lo aos seus alunos, é interessante que vocé
primeiro defina, introduza tais conceitos e trabalhe com eles a partir
de exemplos simples, diferentes daqueles contidos neste video.
Certifigue-se que seus alunos entenderam, entre outras coisas, como
determinar o numero de possibilidades de um dado acontecimento, ou
ainda, o numero de combinacdes que podem ser realizadas a partir de
um conjunto de elementos (indistinguiveis ou nao). Um conhecimento
prévio dos fundamentos da analise combinatoria e probabilidade
poderdao ajudar muito para que o aluno tenha um completo e rapido
entendimento da dinamica apresentada no video.

Depois da exibicao do video

Professor, encerrada a exibicao, procure esclarecer todas as possiveis
duavidas de seus alunos, aproveitando-se, também, para indaga-los a
respeito do video, principalmente sobre algum ponto ou fala que nao
ficou clara.

Abaixo descrevemos uma atividade muito parecida com a do video e
que trabalha com as mesmas nocdes de analise combinatoria e
probabilidade.

Atividade: Orquestra: Alea Jacta Est!

Divida sua classe em grupos de 6 alunos. Solicite na aula anterior ao
video que os alunos de cada grupo tragam de casa qualquer
instrumento para fazer som e 3 dados por grupo. Os alunos de cada
grupo podem combinar quais instrumentos trazer e incentive-os a ter
criatividade na escolha dos mesmos. Pode ser qualquer coisa que faca
som, “instrumentos musicais” quaisquer ou ainda, chocalhos, caixa de
fosforos, folhas de papel que podem ser rasgadas, apitos, latas de
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diferentes formatos e tamanhos, madeiras, etc. Claramente o
professor deve trazer uns tantos para aqueles que “esqueceram”, bem
como alguns dados a mais. A idéia aqui € que cada grupo de alunos
experimente, na pratica, como funciona probabilidade de maneira
muito semelhante ao que acontece no video. Cada grupo ira compor
uma musica aleatoria (probabilistica) e apresenta-la para os outros
colegas. O procedimento para cada grupo de alunos é o seguinte:

1. Dé uns 5 minutos para que todos os alunos possam “compor” uma
pequena seqléncia de sons (motivos ou temas musicais) com seu
instrumento. Nao importa o ritmo, nem mesmo a qualidade musical,
apenas que ele possa repetir a sequéncias quantas vezes forem
necessarias. Vai haver barulho, mas isto faz parte do jogo.

2. Em uma folha em branco os alunos desenham uma tabela de 6
linhas por N colunas, onde cada coluna corresponde a uma unidade de
tempo, que chamaremos de compassos. Cada aluno vai tocar uma
linha e somente a sua linha desta matriz. N vai determinar o tamanho
da musica. O professor pode definir N como, por exemplo, 10
(pequenas pecas) até 20 (pecas mais longas). Numere as linhas de 1 a
6, uma para cada aluno do grupo.

3. Os alunos sao livres para escolher em cada lance de dados quantos
instrumentos vao ser tocados em cada compasso. Sugerimos que eles
facam um planejamento “timbristico ou instrumental” da peca a ser
composta escrevendo, de antemdao, em cima de cada coluna de
compassos o numero de instrumentos a serem tocados naquele
compasso. Escolher mais do que trés instrumentos, por compasso, €
bem interessante, mas pode ficar dificil para eles conseguirem tocar
simultaneamente.

4. Um exemplo deixara claro o procedimento. Suponhamos que eles
queiram iniciar a peca com apenas um instrumento. Entao vamos ver
quem toca o primeiro compasso. Alguém do grupo (e isto pode ser
sempre mudado) joga o dado e se saiu, por exemplo, 4, entdao o aluno
4 toca o primeiro compasso com seu tema. Se no segundo compasso
tocam 2 instrumentos entao alguém joga 2 dados. Se o resultado for,
por exemplo, 3 e 5, entdao tocam, neste compasso, os instrumentos 3
e 5. Se o resultado dos dados for dois niumeros iguais, por exemplo, o
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numero 6, entao somente o aluno 6 toca o seu tema. Se no proximo
compasso tem 3 instrumentos, joga-se com 3 dados. As possibilidades
aqui sao as seguintes:

a) trés numeros diferentes, digamos 1,3 e 5 entao tocam os alunos 1,
3eb5.

b) dois numeros iguais, digamos 2, 2 e 4, entdao tocam somente 0s
alunos 2 e 4.

C) trés numeros iguais, digamos, 5, entdo toca somente o aluno 5.

5) Cada grupo escreve ou compode a sua “matriz-partitura”. Se tiver
tempo o professor pode permitir um pequeno ensaio de cada grupo. O
grupo entao executa a sua musica composta aleatoriamente para a
classe.

Obs.: Como alternativa, o professor pode também explicar o
procedimento acima aos alunos e propor que cada grupo faca as
composicoes como trabalho coletivo extraclasse. Assim eles podem
fazer varias versdes e ensaios e executar na classe aquela que eles
mais gostarem.

6) Calculo do numero de possibilidades de musicas diferentes

Digamos que N= 10, escolhido pelo professor. Suponhamos que, para
certo grupo, os numeros escolhidos de instrumentos nos compassos
de 1 a 10 foram:

1,1,2,3,3,2,2,2,1,3

Pergunte a classe quantas musicas diferentes aquele grupo poderia
criar. A resposta é bem simples: como cada compasso é independente
do anterior (eventos independentes), o resultado é

N =nxn,xnx.xn ,onde cadan é o nimero de possibilidades do
compasso i. Esse numero de possibilidades para cada compasso &,
claramente, o niumero de combinacdes de 6 elementos tomados n. a n..
No exemplo acima temos entao:
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n = 6, n,= 6, n3=1 5, n4=20, n5=20, n6=1 5, n7=1 5, n8=1 5, n9=6, n]0=20
Dai o numero de possibilidades de pecas diferentes € um numero
enorme: N= 8,748 x 10'°.

7) Enfatize para os alunos o niumero de composicdes possiveis para
cada grupo varia conforme a “instrumentacao” que eles escolherem
para cada compasso da peca bem como o tamanho N da peca.

8) Observe para os alunos que este numero de possibilidades
contempla duas pecas que s6 difiram por um compasso, isto €, duas
musicas que difiram por apenas um compasso, sao contadas como
diferentes no calculo acima. Claramente do ponto de vista do ouvinte
isto nao é interessante. Dependendo do que se considere interessante,
o0 numero de possibilidades pode ser bem menor.

9) Uma tipica Matriz-partitura é mostrada abaixo:

MATRIZ PARTITURA de uma peca

Iy 1123|3222 1]3
Al X X X
A2 | X X X X X
A3 X | X X
A4 X X X | X
A5 XX X
A6 X X

Os A1, A2,..., A6 sdao os alunos de um grupo. O duplo XX na 52 coluna
significa que o resultado 5 saiu em dois dos trés dados.

10) O professor pode ainda procurar na internet sites que tém o “Jogo
de Dados de Mozart” que pode ser “jogado” online ou ainda pode ser
baixado com um programa executavel.

11) Para dar mais forma de uma partitura o professor pode sugerir que
cada aluno associe uma figura qualquer, digamos uma figura

geomeétrica, ao seu tema. Assim, por exemplo, pode-se associar:

Al=0,A2 = § A3= € Ad= @A5= 4$A6= X
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Matriz Partitura com simbolos geomeétricos

] 1123322213
Al (o] (o] (o]
AZ| § § ] ] ]
A3 oo @
A4 ® ® ® @
A5 ++ +
A6 X X

12) Abstraindo-se da tabela, isto é fazendo-a desaparecer obtemos
belos diagramas coloridos como abaixo

(o) 0 0
§ § § § §
® < 4
( ( ® @®
+ o+
X X

Desafie os alunos a construirem seus diagramas coloridos e faca uma
competicao entre 0s grupos com um premio para: melhor composicao
e outro para o diagrama mais bonito.

13) O professor pode propor novas regras que proporcionarao novos
calculos combinatérios, por exemplo: se um aluno tocou, ele nao
podera tocar de novo até que todos os outros toquem também.
Incentive seus alunos a “inventarem regras de composicao” e
calcularem o numero de possiveis pecas com a restricao inventada.
Observe que para certas restricoes o calculo pode ser complicado. De
qualquer forma sempre vale a pena tentar ver até onde os alunos
podem chegar neste Jogo de Dados de Mozart.
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