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A historia de
Mussaraf

Série
Matematica na Escola

Conteudos
Razao e Proporc¢ao; Fracoes

Duracao
Aprox. 11 minutos.

Objetivos

1. Conhecer e apresentar
diferentes situacodes
problemas que envolvam
proporcoes.

2. Mostrar algumas propriedades
de fracoes.

3. Aplicar os conhecimentos
sobre fracoes para resolver
situacdes problemas.

‘¢

Matematica Multimidia

Sinopse

Mussaraf é um arquiteto do reino
Persa que busca inspiracées em
suas viagens, e numa dessas
aventuras conhece Abdul,
herdeiro de um rico comerciante,
mas que precisa da ajuda dele
para resolver alguns problemas
que envolvem a fortuna herdada
e a futura esposa, que foi
encantada por um génio
maldoso.

Material relacionado
Audios: A heranca de camelos;
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Introducao

Sobre a série

A série Matematica na Escola aborda o conteudo de matematica do
ensino médio através de situacoes, ficcoes e contextualizacdes. Os
programas desta série usualmente sao informativos e introdutorios de
um assunto a ser estudado em sala de aula pelo professor. Os
programas sao ricos em representacoes graficas para dar suporte ao
conteudo mais matematico e pequenos documentarios trazem
informacoes interdisciplinares.

Sobre o programa

O programa, uma versao das histérias de Malba Tahan, aborda trés
situacoes problemas envolvendo proporcoes.

Mussaraf, um arquiteto do reino Persa, em uma de suas viagens
encontra Abduh, herdeiro cacula de um rico comerciante, que precisa
de ajuda para resolver alguns problemas relacionados as fracoes.

e e -
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O pai de Abdul deixou 35 camelos para serem divididos entre os trés
irmaos, sendo que o mais velho Adib recebera 2 (a metade), o filho do
meio Badih recebera 1/3 (um terco) e Abdul, o filho cacula recebera
1/9 (um nono) dos camelos.

Nessa situacao problema, quando divididos os camelos, conforme as
regra aparecem os seguintes resultados:

Aqui aparecem os numeros mistos, por exemplo, 17 1/2, 11 2/3 e 3
8/9. Observando a situacdo, o grande problema se trata em como
resolver essa conta sem que nenhum camelo seja sacrificado e suas
partes divididas. Para resolver essa situacao problema primeiro deve-
se calcular o denominador comum entre as fracdes, que é 18. Assim o
total de camelos divididos sera 17/18 de 35. Nota-se que esta conta
nao é exata, faltando 1/18 para completar Mussaraf entdo, da seu
camelo para Abdul totalizando 36 camelos, feito isso se resolve o
problema:

%136=]8 %x36= 12 %

B L BT 17 e
2+3+9 - — x36=34

1 1

Ainda sobram 2 camelos (36-34), Abdul devolve o camelo de Mussaraf
e como gratificacao da-lhe o camelo restante.

Analisando a situacdo, observa-se que 35 nao é multiplo de 2 nem de
3 e nem de 9, assim a divisdao dos camelos nunca seria exata.

Com um camelo a mais temos o desfecho da histéria:
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Disse ao mais velho: vocé deveria receber metade de
35 que seria 17 mais ¥ camelo agora ird receber
metade de 36 que sao 18 camelos. Desta maneira vocé
estd ganhando *: camelo. Ao segundo filho que ficaria
com um terco de 35, i. é, 11 mais 2/3, caberia agora
um terco de 36 que é igual a 12. Um ganho de 1/3 de
um camelo, Ao mais jovem que inicialmente receberia
3 camelos e 8/9 agora passaria a ter exatos 4 camelos
com um ganho de 1/9 de um camelo. Com esta nova
divisdo todos concordaram por verem ganhos na
partilha.

Algo curioso ocorre nesta divisdo feita pelo habil calculista. Um meio
de 36, que é 18, mais um terco de 36, que é 12, mais um nono de 36,
que é 4, totaliza 34. Desta forma ele pode satisfazer os 3 irmaos,
devolver o camelo ganho e ainda doar um camelo “extra”.

Tentaremos explicar que nao foi feita nenhuma magica pelo esperto
calculista. O Pai, ao deixar metade ao mais velho, um terco para o do
meio e um nono para o mais jovem distribuiu apenas (1/2 + 1/3 +
1/9) de sua heranca. A soma destas fracdes ndo é igual a “um” mas
sim igual a 17/18 que é menor do que 1. Logo ele nao atribuiu a
ninguém uma fracao igual a 1/18 dos 35. Veja que 35/18 ¢ igual a
1+17/18 e foi esta a parte, que o Pai nao deixou para ninguém, que é
redistribuida doando um camelo e repartindo os 17/18 entre os trés,
dando mais %2 ao mais velho, mais 1/3 ao do meio e mais 1/9 ao mais
jovem.

(D~

Algo que pode ajudar a esclarecer isto, e que ficou implicito acima,
que 17/18 avos de 35 nao é um inteiro e 17/18 avos de 36 é
exatamente 34.

Sugerimos que se tente aplicar a mesma divisao para um total de 17
camelos e, também, para 53 camelos.

Aqui o professor podera trabalhar além das propriedades de fracdes,
como a soma, como também com a questdo de multiplos,
relembrando MMC e MDC.

O programa apresenta mais duas situacoes de proporcionalidade.
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A noiva de Abdul foi transformada em uma pomba por um génio
maldoso por ndo saber responder a duas questoes de matematica:

O tanque em que ela foi se refrescar tinha duas torneiras uma verde e
uma vermelha, a torneira verde enchia o tanque em 30 minutos e a
torneira vermelha enchia em 45 minutos. Quanto tempo € necessario
para encher o tanque se as duas torneiras ficarem abertas? E sabendo
que o tanque demorava 90 minutos para esvaziar, em quanto tempo
somente a torneira verde aberta enchia com o ralo destampado?

torneira verde = 1/30 torneira vermelha = 1/45

Para resolver a primeira parte, pensando somente na torneira verde o
tanque é dividido em 30 partes iguais assim, 1/30 é a fracdao do
tanque que é cheia em 1 minuto. O tanque vermelho é dividido em 45
partes assim a fracao que é cheia em 1 minuto sera 1/45, e como as
duas torneiras ficam abertas, entao a fracao do tanque que é cheia em
1 minuto sera de: 1/30 + 1/45 = 1/18, utilizando uma regra de trés
simples obtém 18 minutos para o tanque ser cheio com as duas
torneiras abertas. Na segunda parte do problema calcula-se a
diferenca entre a fracdo do volume fornecido em 1 minuto e a fracao
do volume perdido nesse mesmo tempo, assim: 1/30 - 1/90 = 1/45,
novamente usando uma regra de trés simples chega-se a conclusao
que o tanque demora 45 minutos para encher com o ralo aberto e
somente a torneira verde funcionando.

Problemas matematicos com enunciados da mesma natureza do
problema acima podem ser traduzidos por fracdes (razao) envolvendo
duas variaveis. Pelo problema ja indicado defini-se a razao volume
pelo tempo, pois esta bem caracterizado no enunciado do problema.
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Isto é, a razdao do volume que se preenche pelo tempo que se leva, em
cada uma das torneiras, ou a razao do volume que esvazia pelo tempo
que se leva para esvaziar.

Assim a noiva de Abdul se libertou do encantamento do génio
malvado, e eles nunca mais erraram as contas com fracao.

Sugestoes de atividades

Antes da execucao

O conteudo deste programa é elementar e pode ser utilizado para
revisdo de fracdes, numeros racionais e suas propriedades.
Reproduzimos aqui uma breve revisdo do conjunto dos numeros
racionais (texto adaptado de Otilia Paques (2011)).

Numeros Racionais

Chamamos de fracao a todo elemento a/b, em que a pode ser um
numero inteiro qualquer e b pode ser um numero inteiro diferente do
zero.

O numero a é chamado de numerador e o b de denominador da
fracao

a
b
As fracoes podem ser entendidas como: Uma medida da relacdo parte-

todo; Um quociente; Uma razao; Uma operacao. Vamos dar alguns
detalhes de cada caso.

A relagao parte-todo e a medida

Esta situacao se apresenta quando um “todo” é dividido em partes. A
fracdo indica a relacdo que existe entre um numero de partes e o
numero total de partes. O todo recebe o nome de “unidade”.
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Exemplos:

Representacao de fracdes no contexto continuo. 1/5 (um quinto) e
3/5 (trés quintos):

@D

Representacao de fracoes no contexto discreto. 1/5 (um quinto) e
3/5 (trés quintos):

OO OO0O0 O O OO0O0

Na reta numérica marcamos os valores 1/3 e 2/3 usando o Teorema
de Tales, da seguinte forma.
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A fracao como quociente

Esta interpretacdo associa a fracdo, a operacao de dividir um nimero
inteiro por outro. Por exemplo, a fracao 3/5 é vista com a divisao de
trés por cinco, estabelecendo uma relacao entre 3/5 e 0,6.

Fragdao como razao

Sera importante diferenciar o conceito de razdao do de fracao. A fracao
¢ uma forma de expressar o quociente de dois numeros inteiros
enguanto que a razao é o resultado do quociente entre dois numeros.
Assim toda fracao é também uma razao, mas nem toda razdo pode ser
expressa como uma fracao.

O numero T representa a razdo entre o comprimento da
circunferéncia e o seu diametro, mas nao é uma fracdo - ™ € um
numero irracional. Outra razdo conhecida é a razdo aurea, que é a
razao entre os lados de um retangulo dito aureo e é dada por

_1+\/§

2

¢

Um exemplo de razdo pode ser obtido da figura abaixo:
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A altura do menino A é 3/5 da altura do menino B, e também que, a
altura de B é 5/3 de A. Dizemos entdao que a razdo entre a altura de A
em relacdo a de B € 3:5. A razdao entre a altura de B em relacao a de A
€ 5:3.

Outro exemplo de razdo ¢ a relacao de meninos e meninas no grupo:

Podemos dizer que a razao de meninos e meninas é de 3:5 ou 3/5 e
gue a razao de meninas e meninos no grupo é de 5:3 ou 5/3.

A razao é uma forma de comparacao entre os valores de duas
grandezas. Por exemplo, a velocidade média, que é dada por distancia
percorrida (que pode ser medida em quildmetros) pelo tempo (que
pode ser medido em horas, como 60 km/h.
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Algumas razoes recebem um nome especifico, como: escalas, renda
per capita, velocidade média, densidade etc. Por exemplo, a razao
entre o volume e a massa é chamada de densidade e a razdo entre a
renda total de uma regido e o seu numero de habitantes é chamada de
renda per capita.

Razao de proporcionalidade

Duas grandezas sdo proporcionais quando elas se correspondem de tal
modo que, multiplicando-se uma quantidade de uma delas por um
numero, a quantidade correspondente da outra fica multiplicada ou
dividida pelo mesmo numero. No primeiro caso, a proporcionalidade se
chama direta e, no segundo, inversa; as grandezas se dizem
diretamente proporcionais ou inversamente proporcionais.

Essa foi a definicao dada pelo matematico brasileiro, Antonio Trajano
em seu livro “A Aritmética Progressiva”, publicado na primeira edicao
em 1883.

A palavra grandeza significa aqui uma variavel que toma valores em
um dado conjunto numeérico e que representa quantitativamente o
“estado” de algum sistema fisico ou ainda de objetos abstratos.
Assim, quando dizemos que existe uma proporcionalidade direta entre
duas grandezas, a razao entre os valores correspondentes deve ser
constante. Esta constante é chamada razdao de proporcionalidade.
Duas grandezas sao inversamente proporcionais quando o produto do
valor de uma delas pelo valor correspondente da outra for constante.

Dai segue a famosa “regra de trés”, ou seja, se X e Y sdo conjuntos que

representam os possiveis valores (numéricos) de duas grandezas
diretamente proporcionais, entao dados

xeX,yeY, e x,eX,y,eY, temos y,/x=y,/x,.
Tal equacdo resulta da “multiplicacaio em cruz” dos numeros que

aparecem na forma bem conhecida com que se expressa a
proporcionalidade entre as grandezas, i.e.,

{xl >N
X, =Y,
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No caso das grandezas que tomam valores emXe Yserem
inversamente proporcionais, representamos tal condicdao por

{xl \J Y
X5 ‘L)’1
e “multiplicando em cruz” obtemos yx = y,x,.

Exemplo: Considere a tabela abaixo que mostra como os valores de
trés grandezas xe X,yeY,ze Z se encontram relacionadas.

x 1 3 4 5 10 20 40 80

y 5 15 20 25 50 100 200 400

z 3000 1000 750 600 300 150 75 37,5

Verificamos que os pares de grandezas x e y sao diretamente
proporcionais, e que os pares de grandezas x e z e também y e z sao
inversamente proporcionais. De fato, temos

y 3000 15000
X==,x= , Y= .
5 z Z

A fragao como operagao

Uma fracdo pode ser vista como algo que atua sobre uma situacao e a
modifica. Assim uma fracdo pode ser interpretada como uma sucessao
de multiplicacdes e divisdes, ou vice-versa. Por exemplo, se a situacao
for um conjunto A, de 12 mapas, o efeito da aplicacao 4/6 sobre A,
significa dividir por 6 e multiplicar por 4. O estado final sera de 8
mapas.

O Conjunto Q dos racionais e as operacoes
No estudo das fracdes temos o conceito de fracdes equivalentes que é
0 seguinte.
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Dadas as fracdes m/n e p/q, escrevemos:

(ou dizemos que elas sdo equivalentes), se, e somente se mq = np.

Para esta relacdao ~ valem as trés propriedades que caracterizam uma
relacao de equivaléncia, a saber, as propriedades reflexiva, simétrica e
transitiva. Esta relacdao de equivaléncia determina classes de
equivaléncia no conjunto das fracoes.

2 4 6 8 1 1 2

Exemplos: 2 ={7, 2, 3, 4,...} 2=1{2, 4, (-2)/(-4), (-1)/(-2) ...},

O conjunto de todas as classes de equivaléncia determinada por esta
relacao de equivaléncia € o conjunto dos numeros racionais designado
por Q. Assim todo elemento g de Q admite infinitas representacoes
a/b. Dizemos entdao que um numero racional é o representante de uma
classe de fracoes equivalentes a ele.

As operacoes fundamentais sobre Q

Considere a figura de um hexagono como sendo um todo, ou seja,
equivalente a ao numero 1. Uma vez que o hexagono é 1, podemos
considerar entao que, contidos no hexagono: os trapézios
correspondem a 1/2; os losangos correspondem a 1/3; os triangulos
correspondem a 1/6.
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1/2

1/2

m P
Definicao 1. Sejam a =, e b = ¢4, dois elementos de Q. Chama-se

soma de g com b, e indicamos isto por a + b, ao seguinte elemento de
Q:a+b=(m/n)+ (p/g) = (mg/nqg) + (np/nq) = (mg+np) / nq .

Para esta operacdo valem as propriedades: associativa, comutativa,
elemento neutro e oposto.

m r
Definicao 2. Sejam a=, e b = §, dois elementos de Q. Chama-se

produto de a com b, e indicamos isto por ab ou a.b, ao seguinte
elemento de Q: a.b = (m/n).(r/s) = mr / ns.

Valem as propriedades: comutativa, associativa, elemento neutro e a
distributiva com relacao a soma. Convém ainda destacar a lei do
cancelamento: Se ae b estaoem Q ea.b=0,entaoa=0ou b= 0.

m
E ainda que para todo a em Q, ndo nulo, a = , , entdo o inverso de a,

n
com relacao ao produto, existe em Q e é igual a ;. Este numero é

denotado por 4, pois ,, » = 1.

Definicao 3. Entendemos por divisao em Q , a operacao definida por:

m 14
_m -
a=

n € q,

para a e b em Q, b nao nulo, por 4=p=a.p'. Ou seja, se
entao:

@ VIDEO

Matemadtica Multimidia A historia de Mussaraf 14/17



FHE5

Finalmente podemos facilmente mostrar que entre dois racionais a e b,
a < b existe um racional ¢, que é a média aritmética deles,

_a+b
2

c

tais que a < ¢ < b. Assim, entre dois racionais existem infinitos
racionais.

Durante a execucao

O programa trata de trés problemas. Assim, se julgar conveniente, o
professor pode interromper ao final de cada problema e fazer alguma
discussao ou reforcar os valores e depois seguir para os demais
problemas apresentados.

Depois da execucao

Escolher alguns dos seguintes problemas para serem resolvidos:

1 - Um reservatorio é alimentado por duas torneiras. A primeira pode
enché-lo em 15 horas e a segunda, em 12 horas. Que fracdo do
reservatorio encherao em uma hora, as duas torneiras juntas?

2 - Uma torneira enche um reservatério em 2 horas e outra em 3
horas. Juntas, em que tempo irdo encher o mesmo reservatorio?

3 - Uma torneira enche uma cisterna em 1/8 da hora e uma valvula o
esvazia em 1/4 da hora. Abertas, em que tempo o reservatorio ficara
completamente cheio?

4 - Uma torneira enche um depésito d’agua em 1/14 da hora
enquanto uma valvula pode esvazia-lo em 1/9 da hora. Trabalhando
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juntas, em quanto tempo o liquido contido no depdsito atingira seus
5/6?

5 - Um reservatoério é alimentado por duas torneiras. A primeira pode
enché-lo em 15 horas e a segunda, em 10 horas. A primeira é
conservada aberta durante 2/3 da hora e a segunda durante 1/2 hora.
Que fracdo do reservatorio ficara cheia?

6 - Claudia fez 2/9 de um trabalho em 12 horas e Mariana, 4/7 do
resto em 8 horas. Quantas horas levarao para fazer a mesma obra, se
trabalharem juntas?

7 - Taninha fez 2/5 de um bordado em 8 horas e Clarisse, 1/3 do
resto em 6 horas. Em quanto tempo poderdao conclui-lo, se
trabalharem juntas?

8 - V6 Marieta é capaz de fazer um bordado em 16 horas e tia Celeste,
5/7 do resto em 15 horas. Em quanto tempo aprontarao o bordado
todo, se operarem juntas?

9 - Silvana executa um bordado em nove horas de trabalho e
Fernanda, em doze horas. Com auxilio de Eliane, aprontam-no em
quatro horas. Calcular o tempo em que Eliane faria o mesmo bordado
sozinha.

10 - Alfredo pode pintar uma casa em sete horas de trabalho e seu
irmao, em cinco horas. Juntos, que fracao do trabalho executarao em
uma hora? Em quanto tempo fardao toda a pintura da casa?
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