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As aventuras do
Geodetetive 6:

GPS.

Série
Matematica na Escola

Conteudos
Geometria da Terra: GPS.

Duracao
Aprox. 10 minutos.

Objetivos

1. Explicar o funcionamento do
GPS;

2. Apresentar a  matematica
envolvida na programacao do
GPS.

‘¢

Matematica Multimidia

Sinopse

Arnaldo é um jovem muito
curioso e sempre esta a procura
do saber. A noite mergulha nos

livros, assume uma nova
identidade, se transforma no
Geodetetive e conta com

colaboracdo de seu assistente

Sagan em suas investigacoes.
Certa noite, o Geodetetive
conversa com o engenheiro
agricola  Luis Gustavo que

conhece todo o funcionamento
de um GPS e a matematica
envolvida em sua programacao.

Material relacionado
Videos: As aventuras do
Geodetetive 1, 2, 3,4e 5; A
danca do Sol.
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Introducao

Sobre a série

A série Matematica na Escola aborda o conteudo de matematica do
ensino meéedio através de situacoes, ficcoes e contextualizacoes. Os
programas desta série usualmente sao informativos e podem ser
introdutérios de um assunto a ser estudado em sala de aula ou
fechamentos de um tema ou problema desenvolvidos pelo professor.
Os programas sao ricos em representacoes graficas para dar suporte
ao conteudo mais matematico e pequenos documentarios trazem
informacoes interdisciplinares.

Sobre o programa

A série Geodetetive é formada por seis programas com temas sobre a
geometria da Terra e alguns fendmenos naturais relacionados.

Arnaldo, o protagonista dos seis programas, € um jovem muito
curioso que sempre estad a procura do saber. A noite, mergulha nos
livros, contempla as estrelas, assume nova identidade se
transformando no Geodetetive e conta com a colaboracao de seu
assistente Sagan em suas investigacoes.

Certa noite, diante do interesse do Geodetetive em entender como o
GPS opera para dar a localizacao exata de uma pessoa na superficie da
Terra, seu colaborador Sagan localiza o engenheiro agricola Luis
Gustavo que conhece todo o funcionamento de um GPS e a matematica
envolvida em sua programacao.

Luis Gustavo conta ao Geodetetive que, além do aparelho GPS do
usuario, estacoes de gerenciamento terrestres e satélites, que orbitam
em torno da Terra, fazem parte do sistema. Também, ele explica como
conceitos matematicos sao utilizados para determinar a localidade em
gue o usuario se encontra.
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GPS - Global Positioning System

A sigla GPS é a sigla para Global Positioning System (Sistema de
Posicionamento Global). Este sistema é formado por cerda de 30
satélites em oOrbita em torno da Terra, um segmento de controle, que
sdo as estacdes terrestres de gerenciamento distribuidas pelo globo,
sendo uma principal, a MCS - Master Control Station, localizada no
Colorado, Estados Unidos, e o receptor do usuario.

Os satélites estao aproximadamente a 20.200 km acima do nivel do
mar, trafegam em 6 6rbitas com pelo menos 4 satélites em cada uma,

sendo que cada satélite completa uma volta em torno da Terra em
12h.
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O angulo de visualizacdao da superficie da Terra por um satélite é de
aproximadamente 28° e os planos das 6rbitas sao escolhidos de forma
que um ponto qualquer da Terra esta no angulo de visualizacdao de
pelo menos 4 satélites em qualquer instante, podendo ser visualizado
por até mais satélites.

- SATELITE

28°

-
AT-TERRA

VIDEO

As aventuras do Geodetetive 6 4/12



As estacdes de gerenciamento monitoram os satélites, atualizam as
suas posicoes orbitais e seus reldgios a cada momento. Estas
informacdes sao enviadas para cada satélite que a transmite ao
receptor do usuario na Terra.

SATELITE "T0g [

DEGLERELE]

o0 satélite Dados para
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Como é determinada a posicao do receptor

O receptor do usuario recebe um sinal de um dos satélites com
informacdes que permitem que ele determine a diferenca (t) entre o
instante (tempo) que o sinal é recebido e o instante (tempo) que foi
emitido. Sendo o sinal emitido na velocidade da Iluz
(v=2,99792458%x10%m/s), a distancia (d) entre o receptor e o satélite
pode ser obtida pelo produto da velocidade pelo tempo decorrido
desde a emissao até a chegada ao receptor, isto €, d= v.t.

SATELITE Mng 44

Distancia entre
o receptor e 0
satélite (d)

ESTAGOES DE
GERENCIAMENTO

- 7 RECGE;JUR ?‘

O receptor recebe sinais de pelo menos 4 satélites (S, S,, S, S,) em
posicoes especiais e, assim, calcula sua distancia a cada um destes
satélites (dv dz, d3, d4). Também, os satélites enviam suas posicoes
P, P, P, P), em um determinado sistema de coordenadas
tridimensional, do exato momento em que o sinal é emitido.

VIDEO

As aventuras do Geodetetive 6 5/12



Nos itens de a) a e) a seguir estao colocados argumentos de como a
posicdo de cada receptor é perfeitamente determinada.

a) Conhecida a distancia d, do satélite S, ao receptor do usuario, a
esfera imaginaria de centro a posicdo P, deste satélite e raio d, contém
em sua superficie o ponto P da superficie da Terra que representa a
posicao do receptor.

De modo analogo, considerando as informacdes obtidas pelo satélite
S,, a posicdo P do receptor esta na superficie da esfera de centro P, e
raio d,. Assim, P esta na intersecdo destas duas superficies esféricas e
podem ocorrer apenas as duas possibilidades al) e a2) a sequir:

al) As esferas se tangenciam em um ponto, o que é altamente
improvavel, e, neste caso, a posicao P do receptor pode ser
determinada calculando-se a intersecdao destas duas esferas, ou

a2) A intersecao é uma circunferéncia, o que nao é suficiente para
determinar o ponto P. Apenas sabemos que a posicao P do
receptor esta nesta circunferéncia.

Considerando as informacdes do terceiro satélite S,, o receptor esta na
esfera de centro P, e raio d3, e, portanto, esta na intersecao das trés
esferas.
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b) Devido as posicoes relativas dos satélites, que estao todos a mesma
distancia do centro da Terra, e dos 4 planos orbitais serem pré-
estabelecidos na configuracio do sistema GPS, podem ocorrer
somente as duas possibilidades b1) e b2) para a intersecao das trés
esferas:

b1) A terceira esfera tangencia a circunferéncia que € a intersecao das
duas primeiras esferas (o que também é altamente improvavel) e,
neste caso o ponto de tangencia é exatamente o ponto P que
localiza o receptor, ou

b2) A circunferéncia, intersecao das duas primeiras esferas, intersecta
a terceira esfera em exatamente dois pontos. Neste caso,
precisamos utilizar as informacdes obtidas pelo quarto satélite
para determinar em qual destes pontos o receptor se encontra.

c¢) Comentario 1: Em geral, se duas esferas tém intersecio uma
circunferéncia, o plano desta circunferéncia é perpendicular a reta r
determinada pelos centros destas esferas. Assim, considerando uma
terceira esfera de centro em qualquer ponto da reta r distinto dos
centros das duas esferas iniciais e passando por um ponto da
circunferéncia, a intersecao das trés continuara sendo a
circunferéncia. Esta situacdao nao ocorre com a configuracdo do
sistema GPS, pois os satélites estao em pontos distintos em cada
instante e trés deles ndao podem estar alinhados uma vez que estao a
mesma distancia do centro da Terra.

d) No caso das trés esferas, centradas nos trés primeiros satélites, se
intersectarem em dois pontos (possibilidade b2), consideramos as
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informacdes do quarto satélite. A intersecdo da esfera de centro P, e
raio d, com as trés primeiras € um destes dois pontos, e este ponto €
a localizacao do receptor do usuario. Esta é a unica possibilidade
também, devido a configuracao do sistema GPS que possibilita que
cada ponto da superficie da Terra seja “visto” por pelo menos 4
satélites nao “coplanares’.

Assim, a localizacdao do receptor fica determinada.

e) Comentario 2: Considerando trés esferas quaisquer com centros nao
colineares e tendo por intersecao dois pontos, estes estarao
equidistantes do plano que contém os trés centros. Qualquer outra
esfera de centro fora deste plano e que passa por um destes pontos nao
passara pelo outro. Por outro lado, se a quarta esfera tiver o centro no
plano das trés primeiras e passar por um dos dois pontos da intersecao
também passara pelo outro. Neste caso, obtém-se 4 esferas distintas
com intersecdo formada por dois pontos. Esta situacdo ndo acontece
com a intersecao das esferas centradas nos quatro satélites devido a
escolha previamente feita para as posicoes relativas dos satélites a cada
instante, ou seja, sempre existem pelo menos 4 satélites com centros
nao coplanares que visualizam o ponto em que se encontra o receptor.

Coordenadas da localizacao do receptor

As posicoes dos quatro satélites, no exato instante em que 0s sinais
sao emitidos para o receptor, podem ser dadas em relacao a um
sistema ortogonal de coordenadas. Com as coordenadas dos satélites
e as distancias de cada um ao receptor, as equacdes gerais das
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superficies esféricas imaginarias podem ser obtidas, e resolvendo o
sistema formado por estas quatro equagbes, encontramos as

coordenadas cartesianas do ponto P onde se encontra o receptor na
superficie da Terra.

Apobs obter as coordenadas do receptor, que esta na superficie da Terra,
relativas ao sistema ortogonal, estas sao convertidas em coordenadas
geograficas (latitude e longitude) e altitude (elevacao) e, finalmente,
mostradas ao usuario em seu aparelho GPS. A atividade 2 da secao Apds

a EXGCU;‘&O explora a conversao de um sistema para o outro.
North Pole
9

-90°
South Pole Prime Meridian ™
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Sugestoes de atividades

Sao sugeridas a seguir atividades a serem propostas aos alunos antes
e depois da execucdo do video.

Antes da execucao

1. Considere que o raio da Terra é de aproximadamente 6400 km e
que um satélite esta a 20.200 km acima do nivel do mar. Mostre que o
angulo o de visualizacao que o satélite tem da Terra é cerca de 28°.

S

Depois da execucao

1. Leia atentamente a secao “Como a posicdo do receptor pode ser
calculada” e discuta cada uma das colocacdes dos itens de a) a e)
procurando desenhar e ilustrar com exemplos quando estas
situacoes ocorrem.

2. Considere trés eixos coordenados no espaco cuja origem € o centro
da Terra, sendo que um dos eixos (0o da coordenada z) passa pelos
polos norte e sul, o outro (o da coordenada x) passa no cruzamento
do equador com o meridiano de Greenwich e o terceiro (o da
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coordenada y) passa pelo cruzamento do equador com o meridiano
de 90 graus leste. Considere também que o raio da Terra é cerca
de 6400 km. As questdes a seguir exploram as conexdes entre
coordenadas cartesianas e esféricas, dadas pela latitude e longitude
(veja também o video As aventuras do Geodetetive 2 desta série). As
relacdes trigonométricas é que estabelecem estas conexoes.

a) Quais sao as coordenadas cartesianas (x,y,z) expressas em
quildmetros de um satélite a uma altura de 20 000 km do nivel do
mar e no momento em que esta alinhado com o centro da terra e
com um ponto de latitude 0° e longitude oeste 45°.

b) Considere aqui que a distancia do nivel do mar ao centro da
Terra é de 6400 km.

b1) Determine as coordenadas cartesianas de Brasilia DF.
(consulte a latitude, longitude e altitude da nossa capital)

b2) Determine as coordenadas cartesianas do ponto de maior
altitude no Brasil.

. Atividade suplementar. Uma esfera (superficie esférica) pode ser
descrita num sistema de coordenadas cartesianas tridimensional
como o conjunto dos pontos de coordenadas reais (x,y,z) que
satisfazem a equacao:

(x-X0)°+(y-yo) +(2-2,)°=R*.  (*¥
O centro da esfera tem coordenadas (x,,y,,Z,) € seu raio é R >0.

a) Dé exemplos de duas equacdes que descrevem esferas com
centro nos pontos (1,2,3), (0,0,0) e raios R e R, a sua
escolha. Estas esferas se intersectam? Quantas solucdes em
(x,Y¥,z) tem o seu sistema de duas equacodes?

b) Varie depois os valores dos raios R, e R, acima de modo a
obter um sistema de duas equacdes com uma unica solucao
(as esferas se tangenciam). Qual é esta solucao?

c) Escolha ainda outros valores para R e R, de modo que o
sistema dado em a) nao tenha solucao.
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d) Seria possivel escolher valores para R e R, de modo que
sistema de 2 equaclOes tenha exatamente duas solucdes?

e) Dé exemplo de um sistema de trés equacoes da forma (**)
acima que tenha exatamente duas solucdes. Interprete
geometricamente.

f) A partir da interpretacio geométrica discuta todas as
possibilidades para a solucdo de um sistema de trés
equacdes da forma (**). Dé exemplo de um caso especial
onde vocé pode ter infinitas solucoes.
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