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Gabarito Secreto

Série
Matematica na Escola

Conteudos
Matriz Inversa, Multiplicacao de
Matrizes

Duracao
Aprox. 10 minutos.

Objetivos

.Mostrar uma aplicacao simples
de matrizes envolvendo
multiplicacdao e calculo da matriz
inversa;

Sinopse

Uma jovem, estudando para uma
prova de Matematica, se depara
com algumas matrizes que
parecem ser uma mensagem
criptografada contendo as
respostas da tal prova. Com a
ajuda do irmao, ela tenta
decodificar a mensagem e acaba
aprendendo um pouco sobre
matrizes.

Material relacionado
Videos: Cooperativa de Leite,
Bombons a Granel.
Experimento: Mensagens
Secretas com Matrizes.



Introducao

Sobre a série

A série Matematica na Escola aborda o conteudo de matematica do
ensino médio através de situacdes, ficcoes e contextualizacdes. Os
programas desta série usualmente sao informativos e podem ser
introdutdérios de um assunto a ser estudado em sala de aula ou
fechamentos de um tema ou problema desenvolvidos pelo professor.
Os programas sao ricos em representacdes graficas para dar suporte
ao conteudo mais matematico e pequenos documentarios trazem
informacoes interdisciplinares.

Sobre o programa

Este programa trata de um método de criptografia muito simples
envolvendo multiplicacao de matrizes. Ele funciona da seguinte
maneira:

1) Primeiro criamos uma correspondéncia entre cada uma das
letras do alfabeto (e outros caracteres que sejam necessarios,
COMO O espaco) e um numero;

a=1 b=2 c=J d=4
o=l | I=6 gu{t h=38
i=9 | j=10 | I=11 m=12
n=13 | 0=14 | p=15 g=16
r=17 | =18 | t=18 u=20
v=21 | x=22 | 2=23 |espaco =24

2) Convertemos o texto da mensagem original em uma sequéncia
de numeros usando essa correspondéncia e a quebramos em
duas linhas para montar uma matriz como a indicada abaixo;
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12| 5|13 |18 1|7 | 6§ |12 24
24 |24 |18 | 5 | 3 |17 | & | 19| 1

3) Escolhemos uma matriz 2x2 para servir como chave;

21
4|3

4) Multiplicamos pela esquerda a matriz obtida no segundo passo
pela chave. O resultado € a mensagem criptografada.

< ; X MENSAGEM

35
75

64 | 41|23 |50 |17 | 14| 14
152 (101 | 51 |124| 35 | 40 | 42

22
64

Em relacao ao terceiro passo, ha um detalhe importante que é
mencionado rapidamente no video, mas merece mais cuidado: a
matriz escolhida para servir como chave deve ter inversa para que a
decodificacao da mensagem seja possivel. A condicdo necessaria e
suficiente para que uma matriz quadrada tenha inversa é que seu
determinante seja diferente de zero.

. 1 2
Por exemplo, se usarmos a matriz (3 6} como chave (note que seu
. p . . 2
determinante é zero), ao multiplicarmos pela direita as colunas (4j e

@j obtemos:
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Portanto, a coluna na mensagem codificada a partir dessas duas
colunas iniciais sera a mesma, 0 que gera uma ambiguidade
indesejavel e por isso deve-se excluir as matrizes com determinante
igual a 0 como chaves.

Matematicamente, isso ocorre porque a transformacdo obtida pela
multiplicacdo por uma matriz com determinante igual a 0 nao é
injetora, ou seja, dois elementos do dominio podem ter a mesma
imagem. Portanto essa transformacdao nao injetora ndo admite uma
transformacao inversa, isto é, nao é possivel obter a matriz inversa
para realizar a decodificacao da mensagem.

Na secao 4.5 do livro “A Matematica do Ensino Médio, vol. 3” ha uma
discussao mais detalhada sobre a relacao entre o determinante de uma
matriz e a possibilidade de obter a matriz inversa desta.

Voltando ao video, como a matriz chave tem determinante diferente de
zero, 0S personagens precisam calcular a matriz inversa para poderem
descodificar a mensagem. Para tanto, os personagens lancam mao de
uma matriz genérica com as mesmas dimensdées da chave e utilizam a
definicdo de matriz inversa:

Definicao: Seja M uma matriz quadrada de ordem n, chamamos de M’,
ou matriz inversa de M, a matriz tal que MxM' e M'xM sao iguais a
matriz identidade de ordem n.

MxM'=M'"xM=1

Com isso, os personagens montam um sistema linear envolvendo os
quatro elementos da matriz genérica, e depois de resolver esse
sistema, conseguem obter a mensagem secreta, cujo conteudo era
bem diferente do esperado!
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Pelo conteudo e abordagem empregada, consideramos que esse video
pode ser utilizado para introduzir matrizes inversas, depois que o0s
alunos ja tenham dominio sobre as definicbes e operacdes basicas de
soma, multiplicacao e determinantes de matrizes.

Sugestoes de atividades

Durante a execucao

Por volta do meio do video, quando os personagens comecam a
discutir o método de codificacdo da mensagem que deve ter sido
usado por Fausto, o ritmo do dialogo esta rapido demais para
expectadores que nao conhecam o método. Isso foi necessario devido
a restricoes de tempo e para manter uma dinamica de dialogo
atraente.

2|1 ajbl _ [1]0
4|3 X eld| ™ |o]1

Por causa disso, pode parecer necessario pausar o video neste
momento para uma explicacao mais detalhada, contudo,
recomendamos continuar video e desenvolver o assunto com os alunos
e, até mesmo repetir esta parte com pausas.

Observamos também que por volta
dos 5min30s, o irmao da menina
responde afirmativamente a
pergunta feita por ela dizendo que é
sempre possivel resolver uma
equacdao matricial. Em geral isto
nao é nao é verdade. Tanto que
mais tarde ele mesmo diz que nem
toda matriz tem inversa. Na realidade as matrizes M_ e M, nem
precisam ser quadradas, muito menos ter inversa. E se ndao ha inversa
a equacao matricial correspondente pode nao ter solucdo. Dessa
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forma, as afirmacoes do video devem ser consideradas com cautela,
para matrizes quadradas e uma classe dessas tem inversa, como
apresentado nesse Guia.

Depois da execucao

Primeiramente, sugerimos retomar o passo-a-passo do meétodo
utilizado para codificar a mensagem original com os alunos, para ter
certeza de que todos compreenderam. Se for necessario, o método
utilizado para encontrar a matriz inversa no video é explorado com
mais calma e através de varios exemplos na secao 15 do capitulo 22
do livro “Matematica - contexto e aplicacoes”.

Depois disto, o video abre portas para diversas atividades envolvendo
o método apresentado que podem ser utilizadas para fixar e exercitar
as operacdes com matrizes e o calculo de matrizes inversas, bem
como para agregar significado para estes topicos.

Uma sugestao de atividade é dividir a sala em grupos e pedir que cada
grupo crie uma mensagem e uma chave e depois passe a mensagem
criptografada para o grupo ao lado, que devera tentar descobrir o
conteudo da mensagem original. Sugerimos que todos 0s grupos usem
a mesma tabela de correspondéncia entre letras e numeros, caso
contrario, o obtencdo da mensagem original se torna mais dificil e
demandara outros recursos que nao foram discutidos no video.

Sugestoes de leitura

Tamarozzi, A. C.. Codificando e Decifrando Mensagens. Colecao
EXPLORANDO ENSINO DE MATEMATICA, vol. 3. Disponivel em:
http://portal.mec.gov.br/index.php/?option=com_content&view=articl
e&id=12314 (acessado em 19/04/2010)

Lima, E. L. et. al. A MATEMATICA DO ENSINO MEDIO, vol. 3. Sociedade
Brasileira de Matematica, Rio de Janeiro.

Dante, L. R. MATEMATICA - CONTEXTO E APLICACOES. Editora Atica, Sdo
Paulo.
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