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Desenhando
ondas

Série
Matematica na Escola

Conteudos
Funcdo seno. Soma de sendides.
Funcdes periodicas.

Duracao
Aprox. 10 minutos.

Objetivos

1. Abordar temas de funcoes
periodicas e soma de funcoes
periddicas

2. Mostrar algumas propriedades
da funcdo seno

3. Mostrar a interface entre a
matematica e a musica

Sinopse

O Valter encontra-se sem
inspiracdo artistica quando, com
a ajuda do seu amigo William,
resolve por em pratica a ideia de
“desenhar os sons”. Para isso, ele
necessitara aprender como
funciona a matematica por tras
dos sons.

Material relacionado
Experimentos: Roda gigante;
Videos: Alice e algumas relacoes
trigonometricas; Alice a e lei dos
cossenos; Alice e o cosseno da
diferenca de dngulos;

Softwares: Ondas
trigonomeétricas;



Introducao

Sobre a série

A série Matematica na Escola aborda o conteudo de matematica do
ensino médio através de situacoes, ficcoes e contextualizacdes. Os
programas desta série usualmente sao informativos e introdutorios de
um assunto a ser estudado em sala de aula pelo professor. Os
programas sao ricos em representacoes graficas para dar suporte ao
conteudo mais matematico e pequenos documentarios trazem
informacoes interdisciplinares.

Sobre o programa

O programa aborda conceitos de funcdes periddicas e somas de
funcoes periodicas.

Mais precisamente, o video mostra como a musica se relaciona com
matematica através do conceito de onda sonora e de sendides.

O som é uma perturbacdo que se propaga em um meio com
propriedades elasticas na forma de uma onda. Essa onda mecanica é
entendida na fisica como uma combinacao linear de funcdes
periddicas. Em cada periodo essa funcao tem uma certa forma (ou
desenho), chamada de Forma de Onda, a qual esta fortemente ligada
ao Timbre da fonte sonora ou instrumento. A Amplitude fornece,
basicamente, a energia que o som esta sendo ouvido, ou seja a
intensidade do som que ouvimos é uma funcdao crescente da sua
amplitude, melhor ainda, proporcional ao quadrado da sua amplitude.
Por fim a freqliéncia, medida em Hertz, diz quantos periodos estao
compreendidos em um segundo de som. A frequiéncia identifica a nota
musical associada ao som. Os musicos denominam as notas (ou suas
freqliéncias associadas) também de “alturas”. Enquanto que a altura é
medida em Hertz, a intensidade é medida em Decibéis. Um som é,
relativamente, “agudo” se sua freqliéncia é alta e é dito “grave” se sua
freqliéncia é baixa.
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Para exemplificar, seja a seguinte onda, representada pela funcao x(t):
x(t) = A. cos (wt)

Neste caso, “A” é a amplitude da onda e a sua intensidade (ou energia) é
proporcional a “A?”. O parametro “w” é a freqliéncia da onda e seu
valor, como mencionado anteriormente identifica a nota musical que esta
sendo tocada em um instrumento. A tabela seguinte mostra a
identificacao conhecida pelos musicos desde o tempo do cientista que
estudou profundamente os sons e suas propriedades pela primeira vez,
Helmholtz.
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Nota Musical |[DO |[RE |[MI |FA |SOL|LA |SI
Freq. (Hz) 262|294 (330|349 (392 (440|494

Tabela 1. Nota musical x Frequéncia (42. Oitava)

A nota base utilizada pelos musicos para afinacao de instrumento é a
nota la (440 Hz) que também é o tom que se escuta no telefone antes
de iniciar uma chamada (“tom de linha Em teoria musical, duas
frequéncias sdo ditas ter uma relacao de “oitava” se a freqiiéncia maior
€¢ o dobro da freqliiéncia menor. Dai a nota “la” em diferentes oitavas
tera as frequéncias mais altas: 880, 1760, etc, ou as mais baixas 220,
110, e assim por diante. O contexto musical mostra-se, assim, um
otimo contexto para se explorar as propriedades trigonométricas das
funcdes seno e cosseno. A saber, a primeira delas € que a soma de
senos também é uma funcdo periddica. Seja, por exemplo, a seguinte
soma:

flx) = sin(Nx),
g(x) = sin(Mx),
wix) = f(x) + g(x)

Sabemos que as funcoes f(x) e g(x) possuem periodos 21/N e 211/M,
ou seja, elas se repetem cada vez que o X passa esses valores. Mais
precisamente:
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f(zg+x)=f&) e S(ZEHJFX):M")

Para a soma de sendide temos, entdo, que o seu periodo sera
21m/mdc{N,M}. A demonstracdao deste fato segue 0s seguintes passos:
Suponhamos que mdc{N,M} = d. Entao temos que:

) (o) nlo1)

N M
sin (ETI:E + Nx) + sin (27: i Mx) = sin(Nx) + sin(Mx) = w(x)

Pois tanto N/d quanto M/d sao inteiros. O grafico abaixo ilustra o
comportamento quando N = 3 e M = 6, neste caso o periodo é 211/3.

—15

Fig. 1 w(x) = sen(éx) + sen(6x)

Sugestoes de atividades

Antes da execucao

Recomendamos ao professor revisar trigonometria para os alunos.
Podem ser abordados os temas das férmulas para o cosseno e seno da
soma de angulos, ou, mais basicamente, a definicio de senos e
cossenos no circulo trigonométrico. Também pode ser abordada a
definicdo, citada acima, de funcao periddica e uma pequena motivacao
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de qual o seu uso. Com uma calculadora cientifica com facilidade de
graficos o professor também pode mostrar a soma de varias funcoes
do tipo seno e cosseno.

Depois da execucao

Depois da execucao, pode-se pedir para os alunos resolverem os
seguintes problemas significativos sobre o estudo de ondas:

Problema 1 (Defasagem de ondas) Uma onda defasada de um angulo
0 é simplesmente uma funcao de onda f(x) aplicada a x+0, ou seja,
considerando uma senodide, temos que a funcao g(x) = sin(x+6) é uma
onda com fase 6. Mostre que esta onda defasada pode ser
representada como uma soma de senos e cossenos sem fase, ou seja,
que g(x) = A sin(x) + B cos(x), em que A e B sao constantes.

Solucao: A solucao é dada pela formula da soma de senos. Assim:

sin(x + @) = sin(x) cos(8) + sin(#) cos(x) =
= Asin(x) + Bcos(x)

Pois 8 é uma constante.

Problema 2 (Onda triangular) Nem toda funcdo peridédica é uma
sendide ou uma funcao trigonométrica. Para ver isso, considere a
funcao dada pelo grafico abaixo, que se repete:

1.0
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Qual o periodo dessa funcao? Qual a equacao dela entre -1 e 0 e entre
Oe 1?

Resposta: O periodo da funcao é 2, ja que pode ser visto no grafico de
que de 2 em 2 unidades de x ele se repete. A equacao entre -1 e 0 é
dada pelareta:y = x+1 eentre0Oe 1, é dada pory = -x+1

No contexto do exercicio 2, pode-se propor para os alunos o seguinte
trabalho de criatividade:

Trabalho: Crie a sua prépria funcdo periodica, a partir de funcoes
conhecidas (retas, senos, cossenos, parabolas, ou qualquer outra
funcao mais elaborada), dizendo qual o periodo, qual a amplitude
maxima e qual a equacao em algum dos periodos da sua funcao.
Compare com a dos colegas. Use funcdes simples e tente somar duas
funcoes escolhidas.

Sugestoes de leitura

Gelson lezzi (2004) Fundamentos da Matematica Elementar - Vol 3
(Trigonometria). 8 Ed. Atual Editora.

Sites sugeridos: (Applets sobre ondas e sons)
http://atomoemeio.blogspot.com/2009/03/simulador-ondas-som-e-
luz.html

(Nucleo Interdisciplinar de Comunicacao Sonora)
http://www.nics.unicamp.br/atual/inicial.html

(Relacdo entre os numeros de Fibonnaci e musica, em inglés)
http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-
sites/R.Knott/Fibonacci/fiblnArt.html#music

Ficha técnica

Autor Antonio Carlos de Andrade Campello Junior
Revisor Adolfo Maia Jr
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