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Coisas do amor

Série
Matematica na Escola

Conteudos
Probabilidade Condicional.

Duracéao
Aprox. 10 minutos.

Objetivos

1. Aplicar o célculo de
probabilidades;

2. Definir probabilidade
condicional;

3. Introduzir cadeias de Markov.

Sinopse

Juliana precisa saber com quem
sua irma saird daqui a trés dias.
Com ajuda de seu irméo, define
um modelo matematico de
probabilidades condicionais que
pode responder a sua pergunta.

Material relacionado
Audios: Fraude 171;
Experimentos: Jogo da trilha;
Peixes no Lago,

Softwares: Probabilidade com
urnas.



Introducao

Sobre a série

A série Matematica na Escola aborda o conteddo de matematica do
ensino médio através de situacles, ficcOes e contextualizacbes. Os
programas desta série usualmente sdo informativos e introdutdrios de
um assunto a ser estudado em sala de aula pelo professor. Os
programas sao ricos em representacOes graficas para dar suporte ao
conteddo mais matematico e pequenos documentarios trazem
informacdes interdisciplinares.

Sobre o programa

O programa aborda o conceito de probabilidade condicional.

Mais precisamente, consideremos um experimento aleatorio, E, e seu
espaco amostral associado S, isto é, S é o conjunto de todos os
resultados possiveis do experimento E. Chamamos evento qualquer
subconjunto observavel A de S.

Uma probabilidade é uma funcao real que a cada evento A atribui um
valor entre 0 e 1, P(A), que representa a chance do evento acontecer.

Dados dois eventos A, B, com P(B) diferente de 0O, definimos a
probabilidade condicional de A dado B, e a denotamos P(A|B), como

P(A|B) = —P(PA(E)B).

Intuitivamente, P(A|B) nos indica a probabilidade do evento A ao saber
ou supor que o evento B ocorreu. A definicdo anterior nos mostra
como atualizar uma probabilidade (a do evento A) em face de uma
nova informacgao (ocorréncia do evento B).
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Figura 1: atribuicdo das probabilidades condicionais

Neste filme, as personagens descrevem um comportamento por meio
de probabilidades condicionais. Os eventos considerados sao:

A, - Tita sai com o Jorge no dia i
B. - Tita sai com o Zeca no dia i

e as probabilidades estabelecidas sdo as probabilidades condicionais
de cada evento no dia i, sabendo (ou assumindo) o evento que ocorreu
no dia anterior, j-1.

Conhecendo o evento que ocorre em um instante inicial, dia i=0, o
problema é descobrir qual evento ocorrera trés dias depois, no dia
i=3.

O modelo mateméatico associado a este tipo de informacdes € chamado
cadeia de Markov: a probabilidade de um evento em um dado instante
depende de conhecer qual evento ocorreu no instante anterior.

Este tipo de modelo nos permite prever a probabilidade do evento de
interesse no dia seguinte, trés dias depois ou em qualquer instante
futuro, desde que as informacodes utilizadas na constru¢cdo do modelo,
ou seja, as probabilidades condicionais, continuem validas no tempo.
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Assim como a equacdo do movimento nos permite determinar a
posicdo de uma particula em um dado instante a partir de uma posicéo
inicial, uma cadeia de Markov nos permite determinar a probabilidade
dos eventos em um dado instante a partir de uma probabilidade
inicial. A equacdo do movimento neste caso € dada por

R=M"R,,

onde P, representa a distribuicdo de probabilidade no instante /=0,
Pn, a distribuicdo de probabilidade no instante n, e M é a matriz de
transicdo, que indica as probabilidades condicionais descritas pelo
problema.

Desta forma um problema de probabilidade, com uma solucéo
algébrica usualmente trabalhosa, pode ser resolvido através do
produto de matrizes rapidamente.

No exemplo do video, temos dois possiveis resultados, de modo que
P € um vetor com duas componentes que indicam a probabilidade de
cada um dos resultados. Como sabemos que no dia /=0, Tita sai com
Jorge, entdo P =(1,0), indicando que a probabilidade de sair com o
Jorge nesse dia é igual a 1.
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Figura 2: matriz de transicao
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A matriz M é uma matriz 2x2, indicando as probabilidades
condicionais dadas no problema. As linhas representam com quem
Tita sai no dia i (Jorge ou Zeca, respectivamente), e as colunas, com
quem Tita sai no dia i+1 (Jorge ou Zeca, respectivamente). As entradas
da matriz sdo as probabilidades condicionais do evento do dia i+1
sabendo (ou supondo) o evento do dia i.

Observe que as linhas desta matriz tém soma igual a 1, jA que cada
linha contém as probabilidades de todos os possiveis resultados para
o dia i+1.
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Figura 3: calculo das probabilidades para o 3° dia

Sugestoes de atividades

Antes da execucao

Alguns dos experimentos e softwares da colecdo M?® trabalham com o
conceito de probabilidade condicional.
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Em particular, o software Probabilidade com Urnas apresenta
atividades com extracOes (com ou sem reposicdo) de bolinhas
coloridas de uma urna para aproximar a proporcdo de bolinhas de
cada cor dentro da urna.

Também o experimento Jogo da Trilha trabalha com probabilidades
condicionais em um jogo de lancamento de dados. O artigo de Rifo
descreve detalhadamente o resultado com dados de duas faces (em
outras palavras, com moedas). E o experimento Peixes no Lago utiliza
probabilidades condicionais para estimar a quantidade de peixes em
um lago.

Uma destas atividades poderia ser realizada antes de assistir ao video,

para que os alunos adquiram familiaridade com a nocdo de
probabilidade condicional.

Depois da execucao

O calculo de probabilidades condicionais pode ser pouco intuitivo se
ndo seguirmos a definicdo formal. Que tal desafiar seus alunos a
resolverem os problemas a seguir?

Desafio 1

Edwiges vai ao mercado, passando por trés vendinhas: a frutaria, a
padaria e 0 agcougue. Na saida do mercado, passa na banca de jornal.
Quando chega ao carro, percebe que esqueceu a chave em uma das
lojas. Ela acha que a chave pode estar na banca com 40% de chance, e
no mercado com 60% de chance, em qualquer uma das trés vendinhas.
Volta para o mercado e ndo encontra a chave nem no agougue e nem
na frutaria. Qual é a chance de que a chave esteja na padaria?

R. Observemos que inicialmente a probabilidade de estar na padaria é
de 20%, jA que cada vendinha dentro do mercado tem a mesma
chance. E inicialmente a chance da banca de jornal é de 40%, que é o
dobro da chance da padaria.

Depois de eliminar a frutaria e o agougue, as probabilidades da

padaria e da banca ndo sao mais 20% e 40%, pois estas ndo somam 1,
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como deveria ser. No entanto, a razdo entre suas probabilidades nao
mudam, ja que a informacdo de que a chave ndo esta nem na frutaria
nem na peixaria ndo a altera.

Assim, as chances da padaria e da banca estdo na proporcédo de 1 para
2, como inicialmente. Portanto a probabilidade de que a chave esteja
na padaria é 1/3 e de que esteja na banca é 2/3, cuja soma € 1, e cuja
razdo é de 1 para 2.

Mais formalmente, definamos os eventos: a chave esta em

A - acougue; F — frutaria; P — padaria; B — banca de jornal.

Temos P(A)=P(F)=P(P)=0,2 e P(B)=0,4.

Ao excluir a frutaria e o acougue, temos que ocorreu o evento (AUF)°,
cuja probabilidade é 1- (0,2+0,2)=0,6.

Entao

e\ PPA(AUF)F) P(P) 02 1
PPIAUFY)- P(AUF)) ~ 06 06 3

Desafio 2

Seu novo vizinho tem dois gatos, e vocé ouviu que o nome de um dos
gatos é “boneca”. Vocé conclui que um dos gatos € fémea. Qual é a
probabilidade de que o outro gato seja macho?

R. Este problema tipicamente recebe a resposta de que a chance do
outro gato ser macho € 1/2, ja que podemos supor que para um gato
qualquer a chance de ser macho é a mesma de ser fémea.

No entanto, aqui ndo estamos falando de um gato qualquer; estamos
falando do outro gato em um par de gatos, ao saber que um deles é
fémea.
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Portanto, comecemos estabelecendo o problema em um contexto mais
formal.

Como temos um par de gatos, denotando fémea por F e macho por M,
0 espaco amostral é

S ={(F.F), (F.M), (M,F), M,M)}

onde o par representa o género de cada um dos gatos, em ordem. Esta
ordem pode ser o gato mais velho e o mais novo; ou o gato branco e o
cinza; ou o do lado esquerdo e o do lado direito.

O importante é perceber que, distinguindo os gatos, este espaco
amostral é equiprovavel, ou seja, cada um dos quatro resultados tém
mesma probabilidade igual a 1/4.

Assim, a chance dos dois serem fémeas é 1/4 e a chance de ter um
casal é igual a 1/4 + 1/4 = 1/2 , pela soma das probabilidades dos
resultados (F,M) e (M,F).

Portanto, pela definicdo de probabilidade condicional, temos

PA(F,M),(M,F)})  1/2 2
P{(F,F),(F,M),(M,F)}) 3/4 3

Como podemos ver, sabendo que um dos gatos € fémea, é duas vezes
mais provavel que o outro seja macho do que seja fémea.

Desafio 3

Consideres as condi¢cdes do problema descrito no video para as
probabilidades condicionais descritas por Juliana. Suponha que na 52f,
Tita vai sortear com quem sair lancando uma moeda balanceada, de
modo gue tanto Jorge quanto Zeca tém probabilidade 1/2 de ser

VIDEO

Coisas do Amor 9/10



sorteado. Na equacédo da cadeia de Markov, isto significa considerar
P=(1/2,1/2).

O que acontece com as probabilidades de Tita sair com Jorge no dia
seguinte? E dois dias depois? E 234 dias depois (supondo que a
situacdo ndo mude até 1a)?
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