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Arte e
Matematica

Série
Matematica na Escola

Conteudos
Numeros e funcoes, funcoes
polinomiais, fractais.

Duracao
Aprox. 10 minutos.

Objetivos

1. Introduzir o conceito de
funcdes polinomiais e suas
raizes;

2. Apresentar a definicao de
fractais e seu processo de
criacdo no computador.

‘¢

Matematica Multimidia

Sinopse

Dois amigos conversam sobre
uma exposicao artistica de
fractais e debatem sobre funcoes
polinomiais e suas raizes.
Analisam também os métodos
numéricos para encontrar as
raizes de determinados
polinOmios que permitem a
producdo artistica dos fractais.

Material relacionado

Audios: Intrigas cubicas;
Experimentos: Caixa de papel, O
quadrado de Koch;

Videos: Codigo Pascal,
Softwares: Jogo dos polinémios.
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Introducao

Sobre a série

A série Matemdtica na Escola aborda o conteudo de matematica do
Ensino Médio através de situacdes, ficcoes e contextualizacdes. Os
programas desta série usualmente sao informativos e podem ser
introdutdérios de um assunto a ser estudado em sala de aula ou
fechamentos de um tema ou problema desenvolvidos pelo professor.
Os programas sao ricos em representacoes graficas para dar suporte
ao conteudo mais matematico; além disso, pequenos documentarios
trazem informacodes interdisciplinares.

Sobre o programa

Polindbmio é uma expressao algébrica de uma variavel formada por
uma soma finita de termos, em que cada termo é o resultado do
produto de uma constante por uma poténcia inteira nao negativa da
variavel. Em palavras mais formais, temos:

Definicao

Dados um numero inteiro nao negativo n e uma sequéncia de numeros
(ag,as,ay,,a,), consideramos funcdao polinomial ou polindmio a
funcao f:C -» C definida por f(x) =ag+ a;x + a,x?--,a,x".

Em geral, a variavel x pode ser complexa, mas no Ensino Médio
tratamos apenas do caso em que tanto a variavel x como as constantes
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sao numeros reais. Para obter alguns fractais, usamos funcoes
polinomiais complexas.

O teorema fundamental da algebra apresenta analogias com o teorema
da fatoracdao dos numeros naturais.

Teorema da Fatoracao dos numeros naturais
Para todo numero natural N > 1, existem numeros primos p; <p, <
ps < ---p, tais que N é unicamente determinado pelo produto N =p; x

P2 X p3 X =+ X Py

O resultado desse teorema é amplamente utilizado desde o Ensino
Fundamental. A demonstracdo dele, contudo, dificilmente é
apresentada no Ensino Basico, mas provar pelo menos a existéncia da
fatoracao é razoavelmente simples desde que os alunos tenham
percebido e entendido bem o enunciado do teorema.

Exemplo. O numero 28 =2 x 2 x 7. Assim, temos os primos repetidos
2 e o0 primo 7. Entao, encontramos 0Ss trés numeros primos que 0O
teorema diz que sempre existem para todos os numeros naturais. Da
mesma forma, o produto 2 x 2 x 7 s6 pode ser o numero natural 28.

Demonstracao

Existéncia. O principal passo para provar que a fatoracao é sempre
possivel envolve o principio de inducao. Considere N = 2. Nesse caso,
a decomposicao é trivial, pois 2 & primo. Ildem para N = primo
qualquer. Vamos entdao assumir N > 2 nao primo. Isto é, N tem pelo
menos dois divisores naturais 1<g<Nel<p<N, tal que N =pq > 2.
Sem perda de generalidade, podemos estabelecer a ordem 1 <p <gq.
Agora podemos estabelecer a mesma forma de tratar N para ambos os
nimeros q e p, isto €, se forem primos, a decomposicao é trivial. Se
nao forem primos, encontramos dois numeros que o compdem. E
assim, por inducao, chegaremos ao produto de primos.

Unicidade. Vamos assumir, por absurdo, que algum numero natural

tenha duas decomposicoes em primos diferentes. E, se existe um
numero assim, existe o menor deles, digamos m, isto &,

P1 X P2 XP3 X+ XPr =M =(qq X(qp Xq3 X X(s,
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sendo que p; <p, <p3<-p; € 1 <qy;<q3<--qs. Sem perda de
generalidade, podemos dizer que t = s. Por hipdtese, nenhum desses
numeros primos é zero e assim podemos dividir formalmente um pelo
outro para obter

P1XP2XP3X”‘XPt:
1 X qz X Q3 XX (s

1

Agora observe que p; nao pode ser igual a g¢g,, caso contrario
poderiamos ter um numero menor do que m e ja assumimos que m é
o menor dos numeros que poderia ser decomposto de duas formas
diferentes. Assim, podemos ter p; > g, ou p; < q;. Vamos tratar o caso
p1 > q4, ja que 0 outro caso vai ser similar. Entao criamos o numero

m' =m—q; Xpy Xp3 X+ X,
Agora escrevemos as duas formas para m e obtemos

M =p; Xpy XP3 XX Pr— Gy X Py XP3 X+ X Py
= (1 — q1) X Py X P3 X+ X p;

m' =q; X q; X q3z X X qs—qy X Py XPp3 X X Py
=q1 X (@2 X q3 XX qg — Py X P3 X = X Py)

Como p, >q,, vemos da primeira equacdo acima que m’ >0 e por
construcao m’' <m (pois subtraimos algo de m). Mas m é o menor
numero com duas decomposicoes diferentes, entdo m’' deve ter uma
decomposicdao Unica em numeros primos e as duas formas escritas
acima devem ser iguais. Assim, o numero primo g, tem de compor
(p1—q1) OU p;Xp3X--Xp. Mas temos q, <p; <p,<p3;<--p &€,
portanto, g, nao consegue fazer parte da decomposicao de p, X p; X
X p;. Assim, (p; —q,) = hq, para algum inteiro h. Mas isto implica
que p; = (1 + h) X q4, 0 que é uma contradicao ao fato de p,; ser primo.

Assim, concluimos, por chegar a um absurdo, que nao existem duas
decomposicoes em numeros primos de um numero natural. m
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As demonstracées do Teorema Fundamental da Algebra (TFA) que
tratam da decomposicdo de polinOmios em mondmios nao sao tao
simples, como tratou o video no momento do “Olha o curta”.

Teorema
Fundamenkal

da /Exi.gebra

sucessivos Eghf:&&ivas
de P'!“r:)vau.—i.c:-

No entanto, gracas ao TFA, sempre podemos escrever uma funcao
polinomial em termos de suas raizes (aq,a,, a3, a, ), isto &,

ap + a;x + a2x2 ""anxn = f(x) = an(x - al)(x - a’z)(x - a3) (x - an)

O TFA garante, entao, que todo polindmio de grau n tem n raizes (que
sao complexas em geral, mas em alguns casos podem ser reais), mas
nao apresenta um algoritmo para encontrar todas elas.

Os matematicos conhecem féormulas exatas para encontrar as raizes
de polindmios de grau maximo quatro. No Ensino Médio, aprendemos
o caso das raizes do polindbmio de segundo grau, pela férmula de
Bhaskara. O caso do polindmio de grau um, é€ trivial.

Mas com a ajuda dos computadores podemos procurar as raizes de
qualquer polindbmio - uma vez que o TFA garante que elas existem, é
s6 uma questao de procura-las.
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Fractais
Uma classe de fractais surge nos procedimentos de encontrar raizes
de polinémios.

Por exemplo, a figura abaixo foi gerada no procedimento de encontrar
as raizes de um polindmio de grau 8 f(z) = z® — 1. Essas raizes estdo
no plano complexo. E claro que 1, -1, i, -i sdo raizes, pois para esses
casos f(z) =0. O computador comeca com um ponto qualquer no
plano com o seguinte algoritmo:

0. Comeca com algum ponto w;
1. Calcula f(w);
2. Se f(w) # 0, tenta um novo ponto dado por w' = w e volta

ao passo 1 comw =w’;
3. Se f(w) =0, nos limites computacionais, entao w é uma raiz, e
comeca outro ponto a procura de mais raizes no passo O.

A arte esta em atribuir cores distintas para as raizes distintas e para a
quantidade de tentativas entre os passos 1 e 2 que o método
computacional precisou para encontrar a raiz.

O video resume, nas palavras do estudante Caio, o conceito de fractal
da seguinte forma:

Um fractal é um objeto geométrico que, quando dividido em partes
quaisquer, cada uma delas exibe semelhancas ao objeto original. E
medidas geométricas, como comprimento e drea de partes de um
fractal, crescem ou decrescem com poténcias fraciondrias. Diz-se que
os fractais tém infinitos detalhes e podem ser gerados por um padrdo
repetido como nessa espiral infinita num processo recorrente.

O aspecto relevante de um fractal é a sua autossimilaridade, mas nao
vamos aprofundar esse conceito. Para os propésitos do Ensino Médio,
ter a percepcdao e uma intuicao do que sao fractais, ou pelo menos de
uma classe deles, ja valem a pena.
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Sugestoes de atividades

Antes da execucao

Faca o esboco do grafico da funcao polinomial de grau trés f(x) = x3 —
5x% + 2x + 8 a partir de uma tabela para alguns valores de x e depois
mostre que x3 —5x2+2x+8 = (x + 1)(x — 2)(x — 4).

Veja o grafico na ilustracao abaixo. Use, portanto, valores de x nesse
intervalo de interesse de -2 a 5.
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10 4

-10 1

—20 1

Durante a execucao

Anote os nomes das funcboes apresentadas no video para fixar os
conceitos ao final da transmissao.

Depois da execucao

Discuta com os alunos as artes associadas aos fractais e trate, como
expusemos acima, dos dois teoremas: Teorema Fundamental da
Aritmética e Teorema Fundamental da Algebra (TFA).

Exercicio
Considere uma sequéncia de numeros que é obtida da seguinte forma:

x1=2exn+1:(%)x(xn+%),n>1.

Use a calculadora para fazer as contas e obtenha x,, x; etc até x,. Esse
€ o procedimento similar ao usado no exemplo de obter os fractais
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acima. Neste caso, obtém-se a raiz positiva do polindmio f(x) = x? — 3,
isto &, V3 = 1,73205.
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