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Objetivos da unidade

. Estudar o efeito da translagao, rotacao e dilatacao no plano

complexo;

. Porem pratica propriedades de matrizes;
. Realizar propriedades de nimeros complexos;
. Apresentar a transformacao de Mobius.
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O EXPERIMENTO

Sinopse

Depois de visualizar a translacdo, a rotacado e a dilatacao de um triangulo
no plano complexo através de uma multiplicacdao de matrizes, os alunos
deverao obter as formas analiticas de tais transformacdes. Em seguida,
serad apresentado um caso particular da Transformag¢ao de Mébius

e algumas de suas interessantes caracteristicas.

Conteiddos

Nidmeros Complexos, Interpretacdo Geométrica;
Matrizes, Propriedades e Aplicacdes;
Geometria Plana, Transformacoes.

Objetivos

Estudar o efeito da translacao, rotacao e dilatagdao no plano complexo;
P6r em pratica propriedades de matrizes;

Realizar propriedades de nmeros complexos;

Apresentar a transformacao de Mobius.

Duracgao
Trés aulas: serd necessaria uma aula de explicacdes entre as atividades

sugeridas.

Material relacionado

m Video: Um sonho complexo;

Software: Movimentos complexos.



Introducao

Neste experimento, apresentamos aos
alunos a formulagao matematica de
movimentos com 0s quais eles ja estao
familiarizados: a translacao, a dilatacao e
a rotacdo. O estudo dos movimentos da Terra,
por exemplo, € um caso famoso de rotacao,
cujo periodo é um dia, e de translagao, cujo
periodo é um ano. Estes sao movimentos que
podem ser descritos pela matematica, assim
como a dilatacao, que pode ja ter sido objeto
de estudos nas aulas de termodinamica.

Um dos objetivos da atividade é
verificar o resultado da combinacado desses
movimentos, e isso sera feito através de
transformagdes sobre o plano complexo,
exigindo do aluno, além do conhecimento
das opera¢des com nimeros complexos,
experiéncia com operag¢des matriciais.

A primeira etapa do experimento tem
a funcao de apresentar aos alunos 0s movi-
mentos basicos, ou seja, translacao, rotacao
e dilatacdo (ou contracdo) geometricamente.
Na segunda etapa 0s movimentos da
Etapa 1serdo analisados analiticamente.
Ja na terceira etapa, os alunos investigarao
casos em que 0s movimentos, de certa
forma, ocorrem simultaneamente, chegando
enfim ao objetivo da atividade: conhecer
a Transformacao de Mdobius.

Transformacao de Mobius
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Material necessario

m Régua;

m Transferidor.

Transformacao de Mobius

Comentarios iniciais

Chamamos de Transformacao de Mobius uma
funcao da forma

(az+Db)

f(z) = m,

ondeaq, b, c, e e z sdo nmeros complexos
e ad —bc #0. Quando aplicada sobre uma
figura, essa funcao realiza uma composicao
de transformag¢des dentre as que seguem:
translacao, rotacao, dilatacao e inversao.

A transformagdo possui uma represen-
tacao matricial, dada da seguinte forma:

Primeiro fazemos o produto

(z 1)<§ 3)—((12—!—19 cz+d).

Por fim, dividimos o primeiro elemento
da matriz linha pelo segundo, obtendo
Nesta atividade, usaremos c =0 para
evitar a inversao, por ser uma transformacao
de maior complexidade e que nao pode
ser exemplificada com situag¢des simples,
ao contrario das outras trés, rotacao,
dilatacdo (ou contracdo) e translagao.
Analisaremos o efeito dessas transfor-
macoes em trés pontos no plano complexo,
formando um triangulo, para simplificar
ainda mais a visualizacao.
O FECHAMENTO deste experimento ressalta
duas propriedades da Transformacgao de

az+b

cz+d-

* Veja o GUIA DO PROFESSOR
para o detalhamento
das transformagées
na forma trigonométrica
dos ndmeros complexos.
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Maobius: o fato de ela ser uma transformacao
conforme (que preserva os angulo), e de
o fator de dilata¢do, quando c =0, ser|a/d|.

Preparacao

Antes de iniciar a ETAPA 1, apresente a defi- *
nicao de Transformagao de Mébius e mostre

como ela pode ser expressa na forma matri-

cial, como foi apresentado em COMENTARIOS
INICIAIS. Também, prepare uma lista de

matrizes nos formatos apresentados a seguir.
Cada grupo de quatro alunos deve receber

trés matrizes, uma de cada tipo.

Nada impede que mais

de um grupo receba

a mesma matriz. Porém,
seria interessante ter pelo
menos trés de cada, para
que seja possivel perceber
o tipo de matriz que
realiza cada movimento.

Transformacao Translagao Dilatacao Rotacdo
ou contragao
Matriz 1 0 a 0\ ageRr 10 s
(b 1) bect (o 1) a>0 0 a) 4=%

TABELA 1

Exemplos
Translacao

1T o/ 1 o\./ 1 o\
2428 1)\1—i 1)/\2=-31 1/
10\
341 1

Transformacao de Mobi

US

Dilatacao
2 0)./3 0\./3 o\
o 1)\o 1)\0 1)
Rotacao

CRVILIRY

1
1o
01)

Matrizes e transformacoes

ETAPA

As matrizes devem ser preparadas antes
da aplicagdo da atividade, de acordo com
os padroes apresentados acima. A quanti-
dade de matrizes depende do ndmero de
grupos na sala: cada grupo deve receber
uma matriz de cada tipo.

Os grupos deverao escolher trés nlimeros
complexos e marca-los em um plano de
Argand-Gauss. Oriente-os a liga-los criando
um triangulo, como na FIGURA 2.

As transformacdes serao realizadas sobre
0s pontos, mas a constru¢do do poligono
auxilia a visualizacao do movimento.

I Podemos dizer que
o poligono sofre a trans-
formagao, pois ela ocorre
sobre todos os pontos da
fronteira e do seu interior.
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6

> z,=1+2i

4 Zz=2+3i

z,=3+2i
z 3

3_ 2

5 Z 7,

1

0 Re
-1 0o 1 2 3 4 5 6 7

-1

Ap0s receber as matrizes, 0s grupos
deverao aplica-las a cada um dos vértices
do tridngulo.

Explique que o cdlculo com as matrizes
deve ser realizado da seguinte forma:

Primeiro fazer o produto

(z 1)(3 3)

e, em sequida, dividir o primeiro elemento
da matriz linha obtida pelo segundo.

Para evitar sobreposi¢ao das figuras,
sugira que os grupos desenhem um plano
para cada matriz.

Exemplos

Paraz; =1+2i,z) =24+3;ez3 =3+24,
vamos verificar o que ocorre com o triangulo
determinado por esses trés pontos

quando aplicamos a ele as transformacgdes
associadas a cada uma das matrizes

(202 6 THo 9)

Translacao
Com

1 0 . .
(z 1)(2+2i 1>:(z]-+2+21 1)%2)-’:2]-4—24—21,

Lembre-os de que a
mesma matriz deverd ser
aplicada nos trés vértices.
S6 assim a transformagado
do tridngulo estard
completa.

Transformacao de Mobius

obtemos z{ =3+4i,z, =4+5ie
z4 =544i. 0 resultado da operagdo estéd
representado abaixo:

0 Re
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m Dilatacado e contragao

Com

(z; 1) (é ?):(ZZJ' 1)—>zj”:21j,

obtemos z{ =244, z}) =4 +6i e
2 =6441. 0 resultado da operagao estd
representado abaixo:

Im

6 - %

5 .

4 “ &

z

3 ] 2

5 Zy 73

1

0 Re
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

_1 4

Neste exemplo, como a = 2, a trans-
formacao correspondente é uma dilatacao.
Se for considerado a entre zero e um,

a transformacdo correspondente serad
uma contracao.

Transformacao de Mobius

m Rota¢ao
Com

1 0 Z; .
(z; 1)(0 i>:(zj 1)—)2{”:%:—12)-,

substituindo zj, obtemos 27" =2 —1,
2 =3-2iezy =2-3i.

0 Re
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Sugerimos que, quando 0S grupos
terminarem os calculos, a lousa seja
dividida em trés partes, uma para cada
tipo de movimento (rotagao, translacao e
dilatacdo (ou contracdo)). Cada grupo, entao,
escreve a matriz que realizou o movimento
no respectivo espacgo. Assim, com varios
exemplos de matrizes que realizam
determinada transformacao, os alunos
poderdo perceber que as matrizes do tipo

(v )

com b € C, realizam translacdes; as do tipo

(6 %)

com a um nlmero real positivo, realizam
dilatacoes sea > Te contracbesseO0<a< 1;

as matrizes
1 0
0 4/

com d = +1, realizam rotacoes.

Transformacao de Mobius

Explicacao
das transformacoes e
suas formas analiticas

ETAPA

Inicialmente, deve ser comentado com

os alunos cada uma das transformacdes

da ETAPA 1 e, a seguir, oriente-o0s sobre

como encontrar suas respectivas formas
analiticas, mostrando como identificar o tipo
de transformacao por meio de sua forma
analitica.

Explicacao das transformacdes
Translacao
As figuras abaixo podem ser usadas para
ilustrar a translagdo. O que queremos é que
os alunos percebam que a translagado apenas
faz o poligono passear, sem rodar ou mudar
de tamanho e, tamhém, que as medidas
dos lados e dos angulos sdao mantidos.

As matrizes do tipo

(v 7)

com b € C, realizam translacoes.

O Experimento
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Na figura, a partir do triangulo central,
branco, foram feitas trés translagoes.

Deve ser ressaltado que, para ocorrer
uma translacao horizontal, precisamos de
b € R, ao contrario do que ocorre no caso
da translacao vertical, em que b é imaginario
puro; e no outro caso, quando b possui tanto
a componente real, quanto a complexa nao
nula, a translagao ocorre nos dois sentidos.

Dilatacao e contragao

A dilatacao aumenta proporcionalmente

as medidas do poligono e, por sua vez,

a contrac¢do as diminui proporcionalmente.
Um detalhe importante da dilatagao e

da contracdo é o fato de o processo mudar

também, na mesma proporg¢ao, as distancias

entre um ponto do poligono e a origem. Isto

é, na dilatacdo, se o poligono tiver suas

medidas dobradas, a distancia de um vértice

a origem, por exemplo, também serad dobrada

e, na contracao, se as medidas foram divi-

Transformacao de Mobius

didas por dois, a distancia de um vértice
a origem também sera dividida por dois.
Esse efeito pode causar a impressao de
uma translacao.

As matrizes do tipo

(%)

com a € R, realizam dilatacées sea > 1,
e contracbes se0<a< 1. Notequesea=1a
transformacao é a identidade.

Na figura acima, o tridngulo pequeno
foi dilatado com a = 3, dando origem
ao triangulo grande.
Dependendo da posi¢ado do poligono,
a impressao de translagdo pode desaparecer.
E o caso, por exemplo, de um quadrado
centrado na origem: apés a dilatagao,
seu centro permanece na origem, como
na figura a seguir.
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Nesta etapa, consideramos a um niimero
real positivo. Se a € um ndmero complexo,
nao real, o movimento realizado ndo sera
apenas o de dilatagao ou de contracao.

Para obter dilatacoes ou contragdes,
podemos, também, considerar matrizes

do tipo

(v )

com a ed nameros complexos tais que

0 quociente a/d é um ndmero real positivo;
mas deixaremos para a terceira etapa

a descoberta do papel desses dois para-
metros juntos em uma matriz.

Rotacao

A rotacdo faz com que o poligono apenas
gire, mantendo sua forma e suas medidas.
As matrizes do tipo

(o o)

comd 41, realizam rotagdes.

Transformacao de Mobius

Na} figura, otrlangl{lo branco, ABC, foi I Lembre-se de qued fica
rotacionado comd =1 para obter A1B;Cj, no denominador. Por
e comd = —1 para obter A, B, C». isso, i resulta na primeira
Para obter rota¢des, podemos, também, rotagdo e —i na segunda.

considerar matrizes do tipo

(v o)

com a e d nimeros complexos tais que
0 quociente a/d é um ndmero complexo de
modulo igual a 1. Veja no GUIA DO PROFESSOR
a justificativa para este fato.

Deixamos para terceira etapa que o aluno
perceba que, na transformacdo de Mdbius,
a rotacao e a dilatacao normalmente ocorrem
juntas, através de um fator multiplicativo.
As condi¢des impostas as matrizes sugeridas
até aqui impedem essa ocorréncia conjunta.

Formas analiticas

Nesta etapa, explique aos alunos como
encontrar a forma analitica geral de cada
uma das transformacdes da ETAPA 1. Isto
é, realize as mesmas operagdes com

O Experimento
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as matrizes, porém, de forma genérica. A figura abaixo apresenta a soma de dois
As formas analiticas de cada uma das ndmeros complexos, z=t+si e w=u+vi:
transformagdes associadas as matrizes

da ETAPA 1sd0:
Im
................................................................................................................ T4V Joercercerereteintniiiiniiiiiietciatcntiietciaciectintcntcietstccntctstsetcsacsnstsetcsscsassnces Z+w
Translagdo L e
(1 ) osb N oribbec L e
b 1 ’ N I
Dilatacao e contracdo
(Z ]) a O _ (az .I) Saz.ae R e a>0 IVl EREERS) , .............................................. w
0 1 ’ :
Rotacdo
10 z . FIG. 10 Interpretacdo geométrica de z + w.
(z 1)(0 d):(z Q)2 =i pretaciog
Para interpretar geometricamente
a multiplicacdo de nmeros complexos,
A seguir, analise essas formas analiticas utilizamos forma trigonométrica:
utilizando as interpretagdes geométricas das
opera¢des de niimeros complexos. Os alunos z=r71(cos07 +1isenBq)

devem conseguir compreender a relacao
que existe entre as opera¢des com nlimeros
complexos envolvidas na forma analitica de E obtemos,
uma transformacao e o efeito que ela causa

no plano: a soma de nimeros complexos

causa a translacao no plano, a multiplicacao

por um valor real positivo causa a dilatacao

ou a contragao e a multiplicagao por —i

ou i provoca rotacdes de 90° e de — 90°,

respectivamente.

w=r15(cos0s +1isen6>)

Transformacao de Mobius 0 Experimento 10 / 14
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5 )
FIG. 11 Interpretacdo geométrica de z - w.

Transformacao de Mobius

Troca de matrizes

ETAPA

Cada grupo cria uma matriz e troca com

outro. Os alunos devem descobrir qual é

a transformacdo que a matriz causara quando
aplicada a uma figura.

Sugira que 0s grupos levantem hipéteses
sobre as transformacges antes de aplicarem
a matriz em alguma figura.

Nao é simples perceber o que acontecera
apenas analisando os valores, mas os
grupos podem analisar a forma analitica
correspondente a uma matriz

a 0)
b d/)
az+b a b

(z 1)(@L 3):(az+b d) o =g =gzt 3.

Dessa forma, utilizando as interpretacdes
geométricas de ndmeros complexos, 0s
alunos podem decidir quais as transfor-
macoes dentre as transformacgoes basicas,

a saber, translacdo, dilatacao, contracao
e rotacdo, que compdem a transformacao
correspondente a matriz

(& o)
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Fechamento

Parametros sem restri¢oes
Observe que na ETAPA 1 usamos apenas
a como sendo um ndmero real positivo

na matriz do tipo
a 0
0 1

e d =+1 na matriz do tipo

10
(1 as

Porém, é importante notar que a dilatagao ou
contracao ndo ocorrera sozinha se a nao for
real positivo. E, para a matriz do tipo

(6 &)

além dos casos analisados na ETAPA 1,

ou seja, quando d = +1, também ocorrera

apenas rotacdo se o modulo do nimero

complexo d forigual a1, isto é,|d| =1,

e a rotacdo ndo ocorrerd sozinha se|d| for

diferente de 1. Veja no GUIA DO PROFESSOR

justificativas para as considera¢des acima.
Verifique com a classe o resultado das

transformacgdes sem as restri¢des, isto é,

com uma matriz da forma

(69

Transformacao de Mobius

com a sendo qualquer nidmero complexo,
€ 0 mesmo com uma matriz

(o 2)

novamente para qualquerd complexo.

Para isso, escolha o nimero a com parte
imaginaria ndo nula e d qualquer complexo
com médulo diferente de 1 para que de fato
ocorram os dois movimentos. O que dese-
jamos com isso é que os alunos concluam
que nos dois casos ocorrerao tanto dilatagao
quanto rotacao e que, portanto, esses
dois parametros contribuem para as duas
transformacgdes.

A seguir, apresentamos o efeito de uma
transformagao cuja matriz é do tipo

(6 o)

coma=5+51ied=1+2i, sobre o tridngulo
z1=142i,z) =2+3iez3 =3+2i.Sendo
f a transformacao correspondente a esta
matriz, teremos:

para zq:
(1+2i 1)<5+O5i 1_821>Hf(z1):5+5i;
para zo:
(2+3i 1)<5€5i 1f21>ﬁf(xz):9+7i;
para z3:

o (5450 0 e
(3+2i 1)( 0 ]+Zi>ef(23)—11+31,

O Experimento

12/14



Relembre aos alunos que, apoés realizar Como atividade final, sugira que os alunos

a multiplicacao matricial, & necessario descubram em quanto o tridngulo foi dilatado
dividir o primeiro elemento da matriz linha ou contraido cada vez que tal movimento
obtida pelo segundo para se obter os pontos ocorreu. Valorize e comente cada uma das

da nova figura. respostas, por exemplo: a ou |al, /4 etc.

Questione-os sobre alguma hipétese ou
algum padrao encontrado. Para matriz do tipo

~Im
7 4 2 a O
0 d/)

é possivel mostrar que o fator de dilatagao
é |a/d|, o médulo do niimero que multi-
plica z (a demonstracdo esta no GUIA DO
PROFESSOR).

Sugerimos um trabalho posterior

3 1 \
2 Zl@Aﬁ ao experimento, como uma pesquisa em

que os alunos devem buscar videos e figuras

1] que ilustrem a Transformag¢ao de Mdbius:
0 - < Re translacao, rotacao, dilatagao, contra¢ao
-1 61 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 e inversao. Vale a pena ver o video Moebius
1] Transformations Revealed, de Douglas

m N. Arnold e Jonathan Rogness (2007),

disponivel em: http://youtu.be/IX3VmDgiFnY.

Propriedades
A Transformacdo de Mdbius possui algumas
caracteristicas interessantes, por exemplo,
os angulos da figura apés a transformacao
sao mantidos.

Peca para que os grupos, com o auxilio
de um transferidor, mecam os angulos
das figuras antes e depois de realizadas
as transformacdes. Note com eles que,
em todos os casos, 0s dangulos sdo mantidos;
transformag0es com essa caracteristica sao
transformagdes conformes.

Transformacao de Mobius 0 Experimento 13 / 14
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