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Sinopse

Depois de visualizar a transla¢ao, a rotacao e a dilatacao de um triangulo
no plano complexo através de uma multiplicagao de matrizes, os alunos
deverdo obter as formas analiticas de tais transformac¢des. Em seguida, sera
apresentado um caso particular da Transformacao de Mobius e algumas
de suas interessantes caracteristicas.

Conteiddos

Nidmeros Complexos, Interpretacdo Geométrica;
Matrizes, Propriedades e Aplicacdes;
Geometria Plana, Transformacoes.

Objetivos

Estudar o efeito da translacao, rotacao e dilatagdao no plano complexo;
P6r em pratica propriedades de matrizes;

Realizar propriedades de nmeros complexos;

Apresentar a transformacao de Mobius.

Duracgao
Trés aulas: serd necessaria uma aula de explicagdes entre as atividades

sugeridas.

Material relacionado

m Video: Um sonho complexo;

Software: Movimentos complexos.



Introducao

0 estudo das transformacdes desempenha um papel muito importante
em varias areas da matematica, bem como da ciéncia como um todo.
Uma grande importancia das transformagdes reside no fato de elas tornarem
possivel transformar problemas aparentemente complicados em problemas
analogos com solu¢des mais simples.

August Ferdinand Mobius, matemaético alemao que nasceu em 1790
e morreu em 1868, introduziu o que hoje conhecemos por Transformacgao
de Mdbius como sendo uma transformacao complexa de variavel complexa,
definida por uma composi¢do de convenientes transformagdes mais sim-
ples, a saber: translacao, rotacao, dilatacdo (ou contracdo) e inversao.

A proposta deste experimento é apresentar uma maneira simples de
introduzir a Transformacao de Mobius através de exemplos, utilizando os
conceitos e propriedades de matriz e de nimero complexo. Em especial,
sao utilizadas as interpretacdes geométricas das opera¢des de nlimeros
complexos. Por simplicidade, ndo vamos considerar transformacdes que
envolvem a inversao em sua composicao.

Na primeira etapa, apresentamos 0s movimentos basicos, ou seja, trans-
lacao, dilatacdo (ou contracdo) e rotacdo, que compdem a transformacao,
por meio de seus efeitos sobre um triangulo no plano. Na segunda etapa,
sao propiciadas condi¢des para que os alunos encontrem a forma anali-
tica associada a cada uma das transformacdes apresentadas na primeira
etapa. A terceira etapa envolve o estudo de transformacdes que podem
ser expressas como composicao de pelo menos dois dos movimentos
basicos e tem como objetivo desenvolver a habilidade de identificacao
destes movimentos, assim como de associacdo entre a forma analitica
da transformacao e seu comportamento geométrico.

Transformacao de Mobius

Motivacao

O estudo de nlmeros complexos na maioria das vezes ndo é abordado
nas aulas do Ensino Médio. O motivo seja talvez pelo fato de nao estar
em evidéncia em problemas de nivel elementar ou, também, por falta de
materiais adequados de apoio ao ensino-aprendizagem.

Este experimento vem mostrar uma aplicagdo que contempla estes dois
aspectos: estd em nivel adequado para alunos do Ensino Médio e preten-
demos que se torne um material de apoio a ser utilizado nas escolas.

Além disso, trata-se de uma interessante aplicacdo envolvendo a inves-
tigacdo de transformacgdes convenientes no plano através de fungdes que
levam nlmeros complexos em ndmeros complexos. Esta proposta vem
facilitar sobremaneira o estudo dessas transformagdes com suas atuacdes
em tridngulos e mostrar suas rela¢des com matrizes.

O experimento

Comentarios iniciais

0 desenvolvimento deste experimento propicia rever conceitos de matrizes
e suas propriedades, assim como rever o conceito de nimeros complexos,
suas operagoes e propriedades. .

Etapa 1 Matrizes e transformacoes
Nesta etapa, o aluno deve compreender como atua no tridngulo cada uma

das transformacdes: translacao, rotacdo e dilatacdo (ou contracdo), através
da visualizacdo de um exemplo especifico.
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Antes de iniciar o experimento, o professor podera fazer uma revisao
com os alunos do conceito de ndmeros complexos e suas operacdes
e, também, do conceito de matrizes. Além disso, deve ser apresentada
a definicao de Transformacgao de Mébius e mostrar como pode ser expressa
na forma matricial.

Uma Transformacao de Mobius é uma fun¢dao complexa dada por

B az+b

flz) = ——,
(2) cz+d

coma, b, c,d nlimeros complexos e ad — bc # 0. A condigdoad —bc #0
garante que c e d ndo podem ser simultaneamente nulos. Além disso, se

¢ #0, afungao az+b

cz+d

f(z)
esta definida para todo z tal que z# %, enquanto que, se c =0, como
ad—bc #0, temosd ndonuloe

_az+b
==

f(z)

o que implica que f esta definida para todo complexo z. Pode ser provado
quef é uma composicdo de rotacdes, dilatagdes (ou contragdes), translagdes
e inversdes. No caso geral, esse resultado estd provado no Fechamento
deste guia.

No experimento sdo analisadas as Transformacdes de Mé6bius cuja
constante complexa c é igual a zero. Assim, a transformacgao esta definida
para todo nimero complexo e, em particular, ela esta definida para todos
os pontos de um triangulo e para seus pontos interiores. Além disso, neste
caso, pode ser provado que f transforma um tridngulo em outro cujos
vértices sao as imagens dos vértices do tridngulo inicial. Usaremos essa
caracteristica das Transformag¢des de Mébius em que c =0 para investigar
seus comportamentos.

Transformacao de Mobius

Matriz associada a uma Transformacao de Mobius

Observando o diagrama a seguir, notamos que f pode ser expressa em
notacdao matricial.

z s (z 1) (g §>_(az—|—b cz+d)
f
az+b
f(z)_chrd
| fe.1 |

Ou seja, podemos obter o valor f(z), multiplicando a matriz linha (z 1)

pela matriz
a c
(& o)

obtendo a matriz (az+ b cz+ d)e, depois, dividindo o primeiro elemento
desta matriz pelo segundo elemento, chegando a

az+b
cz+d’

Definicao
Dizemos que a matriz
a c¢
€ uma matriz associada a Transformacao de Mobius f, dada por

B az+b

f(z) = ——,
(2) cz+d

coma, b, ¢, d constantes complexas e ad —bc # 0.
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Partindo de matrizes 2 x 2 previamente selecionadas pelo professor,
o aluno investigara qual o comportamento geométrico da transformacgao
correspondente. Isso sera feito da forma descrita a seguir.

Devem serescolhidos trés ndmeros complexos z1, z; e z3 tais que suas
representa¢des no plano complexo formam os vértices de um triangulo.
Para uma dada matriz, utilizando a expressao matricial da transformacao
correspondente, calculam-se osvalores 2 = f(z1), z} = f(z;)ez} = f(z3),
que também definem um tridngulo no plano complexo. Analisando visual-
mente o tridngulo inicial e o tridngulo obtido pela transformacao, o aluno
deve descobrir qual movimento leva um triangulo ao outro. Nesta etapa,
as transformacgdes envolvidas sdo: translacdo, dilatacdo (ou contragdo)
e rotacao. Ademais, nao serao utilizadas matrizes que resultam em com-
posicao desses movimentos. Assim, serd facil identificar o movimento
visualmente.

Cada grupo de alunos recebera trés matrizes, sendo que uma resulta
em uma transla¢do, outra em uma dilatacdo (ou contracdo) e outra corres-
pondendo a uma rotacao. As matrizes, nesta etapa, sao dos seguintes
tipos:

Translagao Dilatacao Rotagao
ou contracao

10 a 0 10
b 1 0 1 0 d
beC acR,a>0 |d==+i
Translacao
Para matrizes do tipo 1 0
(& 1)

com b uma constante complexa, esperamos que os alunos percebam visual-
mente que o movimento realizado é uma translagao.

Transformacao de Mobius

Também, comparando as conclusdes obtidas pelos diversos grupos com
relagdo a estas matrizes, pode ser observado que:
seb=Dbj+Dbyi, by #0eby =0, isto &, a parte real diferente de zero e
a parte imaginaria igual a zero, o tridngulo se desloca horizontalmente,
para a esquerda ou para a direita, uma distancia igual a |b;

. seb=Db;+byi,b; =0eb, #0,isto & béumimaginario puro, o tridngulo

se desloca na vertical;

. se b=by+byi, by #0 e by #0, o tridngulo se desloca nas duas

direcoes.

Além disso, pode serobservado em todos os casos que as medidas dos
lados e as medidas dos angulos sdo mantidas, isto &, o tridngulo inicial e
o transformado sao congruentes.

Exemplo: Parazy =1+2i,2zp =2+431,z3 =3+2ieb=2+2i, temos:
1 0 . .
(z; 1) 2420 1 =(zj+24+2i 1),j=1,2,3.

Entdo, zj’:f(z]-):z]-—i-Z—i—Zi. Assim, z] =344, z)=4+51,
zh =544
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Note que cada ponto se desloca 2+/2 unidades, isto &, |2 +2i| = 2v/2
unidades na diregdo do vetor correspondente ao nimero complexo 2 + 2i.
Isto corresponde a um deslocamento na horizontal de 2 unidades, seguido
de um deslocamento na vertical de 2 unidades.

Dilatacao ou contragao
Para matrizes do tipo (a O)

0 1

com a uma constante real positiva, esperamos que os alunos percebam visu-

almente que o movimento realizado é uma dilatacao ou uma contracgao.
Ademais, comparando as conclusdes obtidas pelos diversos grupos com

relacao a matrizes deste tipo, pode ser observado que:

. sea>1,a€R, otridngulo se dilata, sendo a o fator de dilatagdo. Neste

caso, as medidas do tridangulo transformado sao maiores do que as medidas

do tridngulo inicial;

. Se0 < a<],otridangulo sofre uma contracdo, sendo a o fator de contracao.

Neste caso, as medidas do tridngulo transformado sao menores do que as

medidas do tridngulo inicial.

Nos dois casos o tridngulo inicial e o transformado sao semelhantes,
isto é, os angulos sao preservados e as medidas dos lados do tridngulo
transformado sdo proporcionais as medidas dos correspondentes lados
do tridngulo inicial. E importante perceber que a dilatacao (ou contracdo)
se da em relacdo a origem do plano complexo.

Exemplo: Sejamz1 =1+ 11,2z, =2+ 11,z3 =14 2i. Sea =2, temos:

2 0 .
(2 1)(0 ]):(zzj ),j=1,2,3

Entao, zj’ = f(zj) =2z Assim, 2] =2+ 21, z5 =4+ 2i, 25 =2+ 41

Transformacao de Mobius

Rotacao
Para matrizes do tipo 1 0
o 2)

comd = +1, esperamos que os alunos percebam visualmente que o movi-
mento realizado é uma rotacao de 90 graus em torno da origem, no sentido
horério parad =1ie uma rotacdo de 90 graus em torno da origem, no sentido
anti-horario parad = —i.

Também, pode ser observado que as medidas dos lados e as medidas
dos angulos sao mantidas, isto &, o triangulo inicial e o transformado sao
congruentes. Pode ser proposto aos alunos que, utilizando um transferidor,
mecam o angulo de rotacao.

Exemplo: Sejam zy =141, zp =441, z3 =2+ 2i. Sed = —i, temos:

(z; 1)(2) _Oi>:(z]- —i),j=1,2,3.
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Entao, 1

Z; )
zj’ =f(z;) = 2= 5 =iz

—1

Assim, z] =—141,z) =—144i, 25 =—2421.

Etapa 2 Explicacao das transformac6es e suas
formas analiticas

Se achar necessario, é possivel fazer uma recordacao das operagdes de
ndmeros complexos e suas interpretacdes geométricas. Este conheci-
mento é necessario para a analise a ser feita nesta etapa e na seguinte.
No FECHAMENTO deste guia, apresentamos um desenvolvimento destes
conceitos para facilitar.

Esta etapa tem como objetivo mostrar como encontrar a forma analitica
da transformacao correspondente a cada um dos tipos de matrizes da
ETAPA 1. A seguir, a meta é analisar a forma analitica, usando as inter-

Transformacao de Mobius

pretac0es geométricas das opera¢des de nidmeros complexos, para dizer se
a transformacao é uma translacdo, dilatacdo, contracdo ou rotacdo. Além
disso, pode ser proposto aos alunos que comparem as conclusdes obtidas
na ETAPA 1 com as conclusdes via andlise das formas analiticas.

Agora, vamos analisar a relacao entre cada tipo de matriz utilizada na
ETAPA 1 e sua correspondente forma analitica, e, principalmente, o que
a forma analitica pode nos dizer a respeito do tipo de transformacao
correspondente.

Nao é demais lembrar que, dada uma matriz

3

para obter a forma analitica da correspondente transformagao de Mobius f,
devemos multiplicar a matriz linha (z 1) pela matriz

o

obtendo a matriz (az+b cz+ d), e depois dividir o primeiro elemento
desta matriz pelo segundo elemento, chegando a

B az+b

f(z) = .
(2) cz+d

Translacao
A forma analitica da transformacao f correspondente ao primeiro tipo de

matriz da ETAPA 1, ou seja,
1 0
<b 1) combeC,

_z+b
]

[¢*

=z+b.

f(z)

Como b é um ndmero complexo constante, pela interpretacao geométrica
da soma de nimeros complexos, a transformacao f leva cada ndmero com-
plexo z no seu transladado por b. Assim, a transformacao correspondente
é uma translacdo dada pelo vetor correspondente ao nlimero complexo b.

Guia do professor 6 / 19



Dilatacao e contragao
A transformacao f correspondente a matriz do tipo

(5 9)

com a uma constante real positiva, é

f(z) = ? =az.

O ndmero complexo z =X +yi na forma polar & dado por
z=1(cos0+1isen0),

com x =rcos0 e y=rsenb. Logo, az = ar(cos0 +1isenB) e, portanto,
atransformacgao f leva cada ndmero complexo z de médulo r e argumento
0 no niimero complexo az de médulo ar e argumento 6. Ou seja, a trans-
formacao mantém a inclinagdao do vetor correspondente ao ponto z e
0 médulo é multiplicado pora.

0 az

Re

Transformacao de Mobius

Assim, sea > 1, atransformacdo é uma dilatacdoe,se0 < a< 1, atrans-
formacdo é uma contracdo. Além disso, o fator de dilatacdao ou contracao
é a. Note que a dilatagdo (ou contracao) é em relagao a origem do plano
complexo.

Rotacao
Na ETAPA 1 foram investigadas as matrizes do tipo

(o o)

com d ==1i. A forma analitica da transformacao f correspondente

Qy

matriz
1T 0). oz
(O d> e f(Z) = a.
Sed=-—1, .
f(z) = == iz.

Como i=cos7/2+1isen7y/2, seu médulo é 1e o argumento é 7. Sendo
z=r(cos0 +1isen0O) pelainterpretagcdo geométrica do produto de niimeros
complexos, o produto iz tem médulo 1, ou seja, T, e argumento 7/2 + 0.
Logo, a transformacdo f leva o ponto z, de mddulo r e argumento 6, ao
ponto iz, de médulo T e argumento 7/2 + 6. Com isto, concluimos que f é
a rotagdo de 7/2 no sentido anti-horario e centro na origem.
Sed =1,
f(z) = - =—i.
i

Como —i=rcos37/2+1isen37/2, seu mddulo é 1e o argumento é 37/2,
Sendo z =7(cos 0 +1isenB), pela interpretacdo geométrica do produto de
nimeros complexos, o produto — iz tem médulo 11, ou seja, T, e argumento
3m/2 4+ 6. Logo, a transformacdo f leva o ponto z, de médulo r e argumento
0, ao ponto —iz, de mddulo r e argumento 377/2 + 0. Com isto, concluimos
que f é arotacdo de 37t/2 no sentido anti-horario e centro na origem, que é
igual a rotagao de 7/2 no sentido horério e centro na origem.
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Etapa 3 Troca de matrizes

Lembremos que uma transformagado de Mobius é definida por

7az+b

f(z) = ——,
(2) cz+d

coma,b, c,d nimeros complexos e ad — bc # 0. O objetivo do experimento
é investigar as transformacdes com ¢ =0, o que significa que devemos
considerar nimeros complexos a, b, d com ad #0. Assim, nesta etapa
sdo consideradas matrizes do tipo

(v o)

coma, b, d nimeros complexos, sendo a e d ndo nulos.
Esperamos que os alunos, ao receberem uma matriz do tipo

(& o)

tenham a iniciativa de encontrar a forma analitica da transformacgao f
correspondente. A seguir, utilizando a forma analitica e a interpretacao
geométrica das opera¢des de nimeros complexos, consigam dizer quais
0s movimentos envolvidos na transformacao.

Caso os alunos tenham dificuldade, oriente-os a encontrar a forma
analitica e a interpreta-la.

a O
Forma analitica da transformagao associada a matriz (b d)
A forma analitica da transformacao f correspondente a matriz

(v o)

com d um ndmero complexo ndo nulo, é

_az—i—b_gz_ky
4 a4 a

f(z)

Transformacao de Mobius

Esta transformacdo multiplica um ndmero complexo qualquer z pelo
nimero complexo a/d e, ao resultado, o niimero complexo b/d é somado.
Considerando r = |z| e 0 0 argumento do niimero complexo

d

a

e91

o]

0 argumento do ndmero complexo a/d, pela interpretacdo geométrica
do produto de nimeros complexos, o produto a/d z é o nimero complexo
de médulo ryr e argumento 087 4 6, como na figura. Assim, este produto é
a composicao da rotacdo de angulo 01 e a dilatacdo de fator

d

a

T =

Re

Agora, pela interpretacao geométrica da soma de nimeros complexos,
a soma
a +b
72 —
d d
corresponde a transladar o nimero complexo a/d z pelo vetor correspon-

dente ao complexo b/d.
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Seb =0, temos

e trés possibilidades:

. Se

Fikdl

a transformacdo é a composicao de uma rotacdo e de uma dilatacao,
podendo ser simplesmente uma dilatacao se a/q for um ndmero real
positivo;

. Se

O<‘g}<1,

a transformacdo é a composi¢cao de uma rotacdo e de uma contragao,
podendo ser simplesmente uma contra¢ao se a/q for um nidmero real
positivo;

. Se

ER

a transformacdo é uma rotacao, podendo ser a identidade se, também,
a/q foriguala1.

Se b #0, temos
#0

o o

e trés possibilidades:

. Se

al

a transformacdo é a composi¢cdo de uma rotagdo, uma dilatacdo e uma
translacdo, podendo sera composicao de uma dilatacdo e uma translacao
se a/q for um namero real positivo;

. Se

O<‘g)<1,

Transformacao de Mobius

atransformacao é a composicao de uma rotagao, uma contracao e de uma
translagao, podendo sera composi¢ao de uma contragao e uma translagao
se a/d for um ndmero real positivo;

a
—=1,
3l

a transformacdo é a composicdo de uma rotacdo e de uma translagao.
E, se também a/q for igual a 1, a transformacgdo é simplesmente uma
translacao.

. Sse

Exemplo: Seja a matriz

—24+61 0

6+81 1+1i)
Neste caso,a =—2+61i,b=6+81ed =1+1. Note que ad # 0. Primeiro
vamos visualizar o efeito da transformacao f associada a esta matriz em
um tridngulo e, em seguida, vamos encontrar e analisar a forma analitica

da transformacao f correspondente.
Sejam z1 =141,z =3+1 e z3 =1+ 2i. Temos:

—2+61 0 \ . . N
(z]- ])<6+81 1+]>((—2+61)z]+6+81 1+1),]f1,2,3.
Entao,
(—2+6i)z;+6+8i

T+1 '

Zj/ :f(Z]') =

Assim,z] =547, 25 =9+151,z5 =14 9i.
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E_o‘
)
N -
~ o
[
0

Visualizando otriangulo determinado pelosvérticesz; =141,z =3 +1,
z3=1+4+21, e o tridngulo transformado determinado pelos vértices
2} =5+71,z5 =94 151, 25 =1+ 91, podemos perceber facilmente que
houve pelo menos uma dilatagao e uma rotagao. Para ver se houve mais
algum movimento, ou se bastam estes dois para transformar um no outro,
vamos analisar a forma analitica da transformacao.

A forma analitica da transformacao é
a b -—2+e6l 6+ 81

e e e I

= (2+4i)z+ (7 +1).

Transformacao de Mobius

Logo,

b
%:2+4iea:7+i.

Pela interpretacao geométrica do produto de nimeros complexos, o produto

gz: (2+41)z

é a composicdo da rotagdo de dngulo 07 =arg(2+41i) e a dilatagdo de
fator

= ]%‘ — 244 =2V/5.
Agora, a soma

a b
_— — = 2 4' 1
dZ+d (2+4)z+ (7 +1)

corresponde a transladar o nimero complexo

a
—z=(24+41
1% (24+41)z
pelo vetor correspondente ao complexo
b
— =741,
d +1

ou seja, transladar na direcdo e sentido do vetor correspondentea7+1 e
com deslocamento igual a

'Z’ =17+1=5V2.
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Re

translacdo no sentido e direcao
do vetor correspondentea 7 + i
e deslocamento |7 +i|=5\2 ==~ < _

dilatacdo de fato 2y5

-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4

Transformacao de Mobius

Portanto, a transformacdo f correspondente a matriz

—2+61 0
6+81 T+1

é a composicao de uma rotacao, uma dilatacao e uma translacao.

Fechamento

A seguir, desenvolveremos alguns conceitos necessarios para a realiza¢cdo
do experimento.

Nidmeros Complexos

Em um plano com um sistema de coordenadas, um nimero complexo pode
serrepresentado tanto pelo ponto P(x,y)como pelo vetor com ponto inicial
na origem dos eixos coordenados e ponto final em P. O plano em que os
nmeros complexos sao representados é chamado plano complexo ou
plano de Argand-Gauss.

P(x,y)
Z=X+Yi

Re
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A soma de niimeros complexos X
Considere os nimeros complexos z1 =x1 +yjiez; =x2 +ysi. Asoma Im
z1 4 z7 dos ndmeros complexos z1 e z; é definida por

z1+2z2 = (%1 +x2) + (Y1 +y2)i.

Interpretacao geométrica da soma e da diferenca de nimeros complexos
De acordo com a definicdo, a soma z1 +z, dos nlimeros complexos zq
e z corresponde ao ponto (x7 +x2,Y1 +Yy2). Este ponto, por sua vez,
corresponde ao vetor cujas componentes sao as coordenadas do ponto.
Assim, o nimero z1 +z; é representado pela soma dos vetores que repre-
sentam zj e z,, como mostra a figura.

2,+Z,

O produto e o quociente de niimeros complexos
A seguir, vamos apresentar as expressdes para as opera¢des produto
e quociente de nidmeros complexos na forma polar e as interpretacdes
geométricas dessas operagdes.

Sejam 1 e 0 as coordenadas polares do ponto representando z, como
na figura, onde r > 0.

Re

Para obter a diferenga z1 —zo, podemos fazer: z;1 —zy = z1 4+ (—z2). y o ?
Assim, o nimero z7 —z; é representado pela soma dos vetores que repre-
sentam zje (—z2 ), como mostra a figura. !
L\ e
O" X
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Entdo x =1cos6, y=rsenb, e 0o nlmero complexo z pode ser escrito
na forma polar porz =1(cos© =isen0), comr > 0. Assim, T = y/xZ +y?

e é chamado o médulo ou valor absoluto do ndmero complexo z. Também,
0 médulo de z é denotado por |z|, assim, v =|z|. O dngulo 6 é chamado

argumento de z e é denotado por arg (z).

Expressao trigonométrica para o produto de nimeros complexos
Para encontrar a expressao do produto dos niimeros complexos

z1 =71(cos01 +1isenBi)ezy =17(cos02 +1isenB,)

na forma polar, fazemos:

Z1+Z2 =
=711(cos07 +1isenOq)-17(cos0, +1senOy
=171-12[(c0s07 cos0; —senb;senby) +1i(cosO1sen6, +senbq cos0,)]

=71-T2[cos (07 +6,)+1isen (07 +607)]
Produto de nimeros complexos

A expressao para o produto dos nimeros complexos
z1 =71(cos01 +1isenB;)ezy =15(cos0, +1isendy)

2129 =71 -712[cos (07 +602)+1isen (07 +65)].

Interpretacao geométrica do produto de niimeros complexos

Pela expressao para o produto obtemos
z1-z2| =lz1]-|z2] e arg(z1 - z2) = arg(z1) +arg(z2),

isto €, o modulo do produto é o produto dos médulos e o argumento
do produto é a soma dos argumentos. Assim, a representacao geométrica
do produto é o vetor de comprimento igual ao produto dos comprimentos
dos vetores que representam z1 e z e cujo angulo de inclinacao é a soma

dos angulos 07 e 05, conforme figura.

Transformacao de Mobius

Re
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Expressao trigonométrica para o quociente de nimeros complexos
Para encontrar a expressao do quociente dos niimeros complexos

z1 =71(cos07 +1senbq)ezy =12(cosO, +1senBy),
fazemos:

z1  T1(cosO7+isen0y) T7(cosO;+isen0q)r(cosO; —isenO;)

zo  T2(cosBy+1isenBr  12(cosBr +isenB;)ro(cosOr —isen6,)

_ 17-12[cos (07 —03) +isen (07 —02)]
~ T2-T2cos (02 —05)+isen (0, —05)]

- :—1 [cos (8 —6,) +isen (0] —0,)]
2

Quociente de niimeros complexos
A expressao para o quociente dos nimeros complexos
z1 =71(cos07 +1senbq)ezy =12(cosO, +1senBy),
sery #0, 6

21 eos (07 —0,) +isen (07 —05)].
z T2

Interpretacao geométrica do quociente de niimeros complexos
Pela expressao para o quociente obtemos

z1|_ |zl

22| lzal’

selza| #0, isto &, 0 médulo do quociente é o quociente dos médulos, e

s (2) <ot s

Assim, a representacao geométrica do quociente é o vetor de comprimento
igual ao quociente dos comprimentos dos vetores que representam

Transformacao de Mobius

z1 e z» e cujo angulo de inclinacdo é a diferenca dos dngulos 07 e 05,
conforme figura.

Re

Como calcular o quociente de nimeros complexos

O conjugado de um niimero complexo z=x4+yi é o ndmero complexo
z=x—yi. Para calculara divisdo de dois nimeros complexos, basta multi-
plicar o numerador e o denominador pelo conjugado do denominador.
Por exemplo,

N4+2i  (114+20Q2+1) 204158,
2-i - (2-9e2+y 5 T

Caso Geral da Transformacao de Mdbius
Agora, analisaremos o caso geral, ou seja, quando a matriz associada a

transformacao f é do tipo
a c
b d)’

coma, b, ¢, d nimeros complexos quaisquer satisfazendo ad — bc # 0.
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A forma analitica da transformacao é

_ az+b
- cz+d’

f(z)

A expressao de f pode ser reescrita da seguinte forma:

az+id+bc_ad
f(z) = az+b _ c c _
cz+d cz+d
a bc—ad
_E(CZ—I—d)-‘r a bec—ad 1
cz+d c c . <z+d>
c
Entao,
a bc—ad 1

f(z)=—+ —

d
Assim, se ¢ #0, para um nimero complexo qualquer z, com z % ——,
. - . c
o valor f(z) pode ser obtido seguindo o diagrama:

Transformacao de Mobius

d .
soma — d inverte

multiplica por
bc—ad

Logo, a transformacdo f pode ser obtida pela composigao:

d
datranslacdo Ty (z) =z + E;

1
dainversdo I(z) = p

bc—ad
darotacdo edilatacdo (oucontracdo) emrelacdoaorigemD(z) = S - Z;

e datranslacdo T (z) = % +z.
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Enfim,

d 1
(TZODOIOT1)(Z)—(TZODOI)<Z+>—(TZOD) —a|=
¢ zZ+—
C
bc—ad 1 a bc—ad 1 az+b
=T — =—+ . = =f(z).
d 2 d
c Z+E C c Z+E cz+d

Portanto, uma transformacdo de Mébius qualquer pode ser expressa
como uma composicao de transformacdes mais simples, a saber: trans-
lacGes, rotacdo, dilatacdo (ou contragdo) e inversao.

Observacao
A Transformacao de Mobius é definida por

B az+b

S

coma,b,c,d nimeros complexos e ad —bc # 0. A condi¢do ad —bc #0
é necessaria para garantir que f ndo seja uma fung¢ado constante. Para
justificar este fato, primeiro é preciso notar que o quociente

az+b
cz+b

s6 faz sentido e define uma funcao, se c e d ndo forem simultaneamente
iguais a zero. Assim, se ad — bc =0, ou seja, ad = bc, temos duas possi-
bilidades para a funcao f definida por

_az—i—b_
~ cz+b’

f(z)

d
. Sec#0, entéob:%,oqueimplica que
ad a
az+b az+? —(cz+d)

_c _a
(Z)icz+d7 cz+d  cz+d c’

Logo, f é constante.

Transformacao de Mobius

. Sec =0, entdod deve serndo nulo e, como ad = bc, concluimos que a= 0.

Assim,
_az+b b

(2) = cz+d d

Logo, f é constante.

Enfim, quando ad — bc =0, f é constante, ndo sendo, portanto, uma trans-
formacao. Este caso é chamado singular.

Circunferéncias e Transformacdes de Mdbius
E facil perceber que a translacdo, rotacdo, dilatacdo e contracdo transfor-
mam uma circunferéncia em uma circunferéncia. Por sua vez, a inversao

transforma uma circunferéncia em uma circunferéncia ou em uma reta,
assim como transforma uma reta em uma reta ou em uma circunferéncia,
0 que ja ndo é facil de perceber visualmente levando em consideracao
o experimento desenvolvido. Logo, como uma Transformacao de Mobius
pode ser expressa por meio de uma composicao de translacdes, rotacao,
dilatacdo (ou contragdo) e inversdo, entdo ela transforma circunferéncias
em circunferéncias ou retas, assim como transforma retas em retas ou
circunferéncias, o que constitui uma de suas principais propriedades.

Angulos e Transformagdes de Mabius

E facil perceber que a translacdo, rotacdo, dilatacdo e contracdo trans-

formam um angulo em um angulo congruente, ou seja, preserva angulos.
Por sua vez, a inversao

pode transformar, por exemplo, um angulo em dois arcos de circunferéncias,
como mostra a figura.
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Definindo o angulo entre esses arcos como sendo o angulo entre suas
tangentes no ponto de intersecdo dos arcos, pode ser provado que o angulo
inicial e 0 angulo entre os arcos sao congruentes.

Transformacao de Mobius

Neste sentido, dizemos que a inversdao também preserva angulos.
E, assim, uma Transformacdo de Mobius preserva angulos ou, de outra
forma, dizemos que é uma Transformac¢do Conforme.

Variacoes

Como uma variacao deste experimento, é possivel propor aos alunos
as seguintes questdes:

Considerando matrizes A, B e C, associadas a transformacao de translacao,
de rotacao e de translagdo, respectivamente, analise se as transformagdes
correspondentes aos produtos ABC e ACB sao iguais.

Considerando matrizes A, B e C, associadas a transformacao de rotacao,
de translagao e de rotagao, respectivamente, analise se as transformagdes
correspondentes aos produtos ABC e ACB sdo iguais.

Considerando matrizes A e B, associadas a transformacao de translagdo e
de rotagdo, respectivamente, analise se as transformacdes correspondentes
aos produtos AB e BA sao iguais.

Proponha aos alunos que mostrem que a translagao, dilatagao, contracao
e rotacdo transformam retas em retas, circunferéncias em circunferéncias
e que preservam angulos.

Mostre que x3 +Ppx+q, com p e g constantes, se reduz a uma fracao
racional fazendo a substituicao

x— az+b
cz+d’

ou seja, usando uma Transformacado de Mobius.
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Comentadrio: a substituicao indicada nesta questao, utilizando a Transfor-
macao de Mdbius

B az+b

=)= e

permite encontrar um algoritmo que fornece as solu¢des da equagao de
terceiro grau x3 +px+q=0.Este €um exemplo em que a Transformagao
de Mobius possibilita transformar um problema em outro mais manipulavel.
Para uma leitura sobre o assunto, veja [Santos].

Transformacao de Mobius
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