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Sinopse

0 experimento é dividido em duas etapas, nas quais os alunos trabalharao
em duplas para resolver um problema de otimizagdo através do estudo de
uma fun¢do quadratica. Na primeira etapa, eles tentardo achar a maior area
possivel para um cercado retangular. Na segunda, com base na solugao
anterior, tentardo resolver uma variacao do problema.

Conteiddos
Funcao Quadratica: Grafico, Aplicagdes e Otimiza¢des Simples.

Objetivos

. Resolver um problema de otimiza¢ao através do estudo de uma funcao

quadratica.

. Estudar as propriedades de uma funcdo quadratica.

Duracao
Uma aula simples.



Introducao

A utilizagao racional de recursos, principalmente dos naturais, € uma das
preocupacoes que aflige a humanidade no momento atual. A consciéncia
de que esses recursos sao finitos e de que existe um limite para a produgao
de alguns materiais gera a necessidade do desenvolvimento de estratégias
que permitam um melhor aproveitamento desse tipo de material.

Em muitas atividades, usamos somente nossa intuicao para obter esse
melhor aproveitamento, o que nem sempre é a melhor op¢ao. Uma exce-
lente ferramenta que pode nos auxiliar nestes momentos é a matematica.
Dentre o arcabouco de solugdes que a disciplina nos oferece, encontramos
a possibilidade de descrever situagdes reais usando fung¢des.

Neste experimento, buscaremos otimizar dreas de cercados. Otimizar
a area do cercado é encontrar a maior area que poderéa ser delimitada por
cercados de perimetro constante. Avariacao das medidas de um retangulo
provoca a variacao da area do retangulo, dada por uma fung¢ao quadréa-
tica. Este experimento permite a visualizagao dessa variagao, criando
a oportunidade para que o professor explore elementos e propriedades
da funcao.
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O experimento

Comentarios iniciais

Neste experimento, os alunos irdo explorar superficies de diferentes tama-
nhos delimitadas por figuras na forma retangular. A questao que se coloca
é a seguinte:

Formulagao do problema

Com uma quantidade fixa de material, qual a maior area possivel que
podemos obter para um cercado retangular?.

Essa questao serve de ponto de partida para a definicdao de funcao quadra-
tica, bem como para a aplicagao de conceitos a ela relacionados, dando
significado a essa ferramenta da matematica.

Etapa 1 Cercados retangulares

Construcao do cercado
Nesta etapa é proposto que 0s alunos construam seis retangulos utilizando
pedacos de barbante com o mesmo comprimento, o que garante que
o perimetro dessas figuras sera previamente fixado. Procurando permitir
uma melhorvisualizagao do experimento, solicitamos que os alunos colem
os retangulos por eles criados numa folha de papel, numerados de 1a 6.
Para que se possa aprofundar a discussao, sugerimos que os tamanhos
dos barbantes sejam diferentes para grupos diferentes, variando entre
20 cm e 30 cm. Essa variagao nao afeta o principio geral da atividade,
visto que o comprimento de todos os barbantes em cada grupo devera ser
o mesmo. Além disso, essa desigualdade de tamanhos permite a obtengao
de expressdes diferentes para descrever o mesmo evento.
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Obtencao dos dados

Para obter os dados, os alunos sao solicitados a construir retangulos, medir
seus lados e determinar a area da figura obtida. A percep¢do de que a area
esta relacionada com a medida dos lados é fundamental para a compre-
ensao da atividade e cria as condi¢des para que se defina a expressao
algébrica que relaciona essas grandezas. O fato de a figura trabalhada
ser um retangulo facilita a obten¢ao dessa expressao que, na medida
do possivel, devera ser obtida pelos alunos sem interferéncia direta do
professor. O auxilio aos alunos na obtenc¢do da fungdo sé devera ocorrer
caso nenhum dos grupos seja capaz de fazé-lo.

Sugestdo ao professor

Estimule o grupo de alunos que conseguir obter a expressdo a expor para
seus colegas o raciocinio desenvolvido.

Para padronizar a linguagem, convencionamos que as medidas da lar-
gura e comprimento do retdngulo devem ser representadas por L; e C},
respectivamente, e a area por A;, com 1 < i < 6, onde i representa a
numerac3o dos retdngulos nessa etapa. A representacdo dos pontos (L;, A;)
e (C;, A;) no plano cartesiano que se encontra no ANEXO DA FOLHA DO
ALuno permite melhor percepcdo davariagao da grandeza area em relacao
a grandeza comprimento de um dos lados do retangulo, consciéncia da
simetria dos pontos (L;, A;) e (C;, A;) em relacdo ao eixo da parabola e
compreensao da existéncia de um valor maximo para a area.

Osalunos devem tambhém obtera expressao dafuncao area considerando
como variavel independente a medida de um dos lados dos retangulos
de perimetro constante e marcar diversos pontos pertencentes ao grafico
dessa fungao no mesmo plano cartesiano utilizado anteriormente.

Como os diversos grupos receberao barbantes de comprimentos diferen-
tes, as expressdes obtidas para as funcoes areas dos retangulos também
serao diferentes.

Esperamos que o aluno tenha uma percepg¢ao da concavidade do
grafico da funcao, dos pontos em que o grafico intersecciona o eixo X,
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do crescimento/decrescimento da fungao e, consequentemente, encontrem
o maior valor da area.

O professor deve dizer aos alunos que podemos provar que, de fato,
o grafico da funcdo area é parte de uma curva chamada parabola cujo
estudo podera ser feito apds o FECHAMENTO do experimento.

Etapa 2 Variacao — cercado apoiado em um muro

Esta etapa da atividade é uma variacao da atividade anterior. A questao
agora proposta é:

Formulagao do problema

Com uma quantidade fixa de material, qual a maior area que posso obter
para um cercado retangular que esta apoiado em um muro.
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Nessa versao do problema ocorre a variagao do perimetro do retan-
gulo, o qual terd como um dos lados parte do préprio muro. Essa variagao
permite a obten¢ao de novas fun¢des quadraticas e o aprofundamento
da discussao sobre a otimizacdo da cerca.

A nova situacdao também gera uma funcao quadratica. De fato,
p = L; + 2C;, onde p é o tamanho do barbante. Logo, 2C; = p — L;
e, portanto,

(P — L;)
g

Como a area do retangulo é dada por A; = C; - L;, em funcdo da largura
temos

Ci:

A = (p— Li)
2

p- L L;?
2 2

(L), ou, A = (

Essa expressao nosindica que se trata de uma func¢ao cuja representacao
grafica é uma parabola com concavidade voltada para baixo e cujas raizes
sdo 0 (zero) e p, como indica a figura abaixo.

A
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Definicoes

. Dizemos que o ndmero y,,, € I'm( f)éovalorméaximodafuncdoy = f(x)

se, e somente se, y,, > Y para quaisquer ¥,, € Im(f). O ndmero

rm € D(f) tal que y,, = f(z,,) & chamado ponto de mdximo da
funcdao.

. Dizemos que o ndmero y,, € Im(f)éovalorminimo dafun¢doy = f(x)

se, e somente se, ¥, < y para quaisquer y,, € Im(f). O nimero
xm € D(f) tal que y,, = f(x,,) é chamado ponto de minimo da
fungao.

Professor, nao confunda ponto de maximo ou de minimo de uma funcao,
dado porx,,, com o vértice da parabola que constitui o grafico da func¢ao,
dado pelo par (Z, Y-

Solucao da primeira etapa
Observando a representacgdo grafica obtida, percebemos que a curva que
descreve o evento possui um eixo de simetria em = = P/4. Percebemos
que, ao cruzar esse eixo, a fun¢cao muda de comportamento, sendo cres-
cente a esquerda e decrescente a direita. Isso nos permite afirmar que
o ponto definido pela funcao sobre esse eixo é o valor maximo da funcao,
ou seja, a area maxima A,,q.-

Tomando como base as defini¢des acima, temos que o ponto maximo
ocorre para L; = ?/4.
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0 p/4 P2\ |

Logo,
2 2 2

== (3) () -5 %

Analisando com mais detalhes esse resultado, observamos que
2

p P\?
A (/1) = — = (—) "
tf) =16 =3
0 que nos permite concluir que nessa situacao a figura que otimiza a drea
€ a do quadrado.

Solucao da segunda etapa

Da mesma forma que na etapa anterior, a representacao grafica indica que
a curva que descreve o evento possui um eixo de simetria em L = P/2.
Logo, o ponto de méximo ocorre para L; = P/z.

Otimizacao da cerca

A
‘. ....................
A :
o
0 p/2 P\ L
Logo,
1 9 2 2 2
AmGJC:A(p/Q):]_Q.E__.(B) _r_r_r
2 2 2 \2 4 8 8
Como, nessa versao, p = L; + 2C}, entdo, temos
— L
o - =L
2
E, para L; = /2, temos
(»-35)
co—N_ 2/ _ P
‘ 2 4

Assim, o retdngulo que otimiza a area tem dimensdes /2 e P/4, ndo
sendo, portanto, um quadrado. Essa constatacao permite o aprofunda-
mento das discussdes sobre o vértice da funcdo quadratica.
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Fechamento

0 fechamento da atividade se darad com o professor destacando as propri-
edades relacionadas a representacao grafica de uma funcao quadratica.

Os dados coletados pelos alunos durante o experimento devem ser
explorados destacando o crescimento das areas até atingir um valor
maximo e a simetria observada na representacao em um plano cartesiano.
Compare a representacao com a expressao algébrica da funcdo gerada
na mesma atividade, evidenciando o fato de o coeficiente a ser negativo
com a concavidade voltada para baixo, e informando que se a for positivo
a concavidade estara voltada para cima. Essas informagdes nos auxiliarao
nas defini¢des dos conceitos relacionados ao ponto maximo ou minimo,
valor maximo ou minimo de uma funcao e vértice da parabola que constitui
o gréfico da funcdo, dado por V' (,,, 4.

As formulas que permitem obter as coordenadas do vértice da parabola,

b A
T T T T

podem ser apresentadas logo a seguir. E muito importante demonstrar
as referidas expressoes, sendo possivel a apresentagao de duas versdes
para &,:

Como caso particular de fungdes que apresentam duas raizes reais
e distintas. Nesse caso, a abscissa do vértice é dada pelo ponto médio
dessas raizes:

i T + i)
v 9
(=b+VA)  (=b—+VA)

+ —2b 1

Ty = 2a 2a ,portanto,x, = | — | - | =
2 2a 2

] b

080, Ty = 5
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Quando o discriminante A = 0, as raizes da funcdo sdo reais e
iguais e podem ser obtidas através da mesma expressao que determina
a coordenada da abscissa. Essa observacao cria condi¢des para que se
possa admitir a referida expressao como férmula geral para a abscissa
do vértice, x,.

Caso geral

Sabemos que o grafico da fung¢dao quadratica € uma parabola com eixo
de simetria dado pela reta © = z,. Considerando dois pontos, z, — h e
T, + h, equidistantes de x,, temos:

Como f(x) = ax® + be + ¢, temos
f(x, —h)=a(z, —h)?>+b(z, —h) +c
f(xy, —h) = a[(x,)? — 2x,h + 2] + b(z, — h) + ¢

f(xy — h) = a(xy,)? — 2ax,h + ah?® + bz, — bh + ¢
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f(zy+h) = a(xy, + k) + bz, + h) + ¢

f(zy +h) = al[(x,)* + 2z,h + B?] 4+ b(xy + k) + ¢

f(z, 4+ h) = a(z,)? + 2az,h + ah?® + bz, + bh + ¢
Como f(x, —h) = f(x, + h), temos

a(x,)? — 2az,h + ah® + bz, — bh + ¢ = a(x,)? + 2ax,h + ah?
+ bx, +bh +c

0 que equivale a

—2ax,h — bh = 2ax,h + bh

oua
(—2ax, — b)h = (2az, + b)h.
Logo, temos
—2ax, — b =2az, + b,
ou seja,

—2ax, — b —2ax, —b=0.
Multiplicando por (—1) e reduzindo os termos semelhantes, temos
dax, + 20 =0
ou ainda

4ax, = —2b.
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2b b

Assim, x, = —4—, ou seja, T, = —2—.
a a

A demonstracao da expressao para a ordenada do vértice, v,, pode ser
feita tomando como base o valor da fun¢do para f(x,).
Nesse caso: y, = f(z,) = a(z,)* + b(x,) + ¢, logo, temos

(DY ()
Yo =0 2a 2a “

ou ainda,
b? b?
Yo = (r) BT
Assim,
b? b? + . b? 2b? n
w=———+¢, ,UYp = — — — +cC.
Y 4a  2a ousela, ¥ 4a 4a
Entao,

—b* +4dac  —(b* — 4ac) A
Yo = = =5

4a 4a 4a

Portanto o vértice é dado por
—-b —A
Vi(x,, =|=—,— )
(20, ) <2a 4a )

Uma abordagem mais rigorosa da fun¢do quadratica pode ser obtida
a partir do estudo a seguir.

Definicao

Uma funcdo f : R — R é chamada quadrdtica se, para todo x € R,
tem-se f(x) = azx® + bx + ¢, onde a, b, ¢, sdo constantes, com a # 0.
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A expressao, na forma candnica, é obtida com o completamento do
quadrado:

b
f(x):ax2+bx+c:a(x2+—x>+c
a

Fazendo

obtemos k = f(m).
Assim, para todo = € R, temos f(z) = a(x — m)? + k onde
" ek = f(m)
m=——ek=f(m).
2a

Com a forma canénica f(x) = a(x — m)? + kpodemos concluir que,
quando a > 0, o menor valor de f(z) é k = f(m) e, quando a < 0,
o maior valor de f(z), paratodo x € R, ék = f(m), sendo que esses
valores sdo assumidos em x = m.

O professor pode mostrar aos alunos que o grafico de uma funcao qua-
drética dada por f(z) = ax® + bz + ¢, onde a, b, ¢ sdo constantes e
a # 0, é uma pardbola com um eixo de simetria e apresenta a concavidade
para cima se a > 0 ou a concavidade para baixo se a < 0. Além disso,

L. . . —b —b .

o vértice da pardbola é dado por V' = (%, f (%)) Veja, por exemplo,
o livro Temas e Problemas, p. 27 -30.

Também podemos obter, a partir da forma candnica, as raizes ou zeros
da funcao quadratica, isto é, as raizes da equagao ar? +bxr +c=0.
De fato, temos:
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ar’ +bx+c=0&alr —m)*=—k

E b —4dac
< — 2:——:
(x —m) v
Vb2 — 4ac
sSr—-m=+————0—
2a
o j:\/b2—4ac —b 4+ Vb? — 4dac
T =m g
2a 2a

Consideremos, inicialmente, o0 caso em que b?> — 4ac > 0.Se chamar-
mos de 2’ e 7 as raizes da equacdo ax? + bx + ¢ = 0, obtemos

o+ 1 (—b+\/b2 — 4dac N —b — /b2 —4ac>

2 2 2a 2a
—2b b
= — = —— =m
4a 2a

Assim, a média aritmética entre 2’ e 2" nos da o niimero em que a funcdo
quadratica admite uma valor extremo, isto &, um valor maximo ou minimo.
Isso significa que a média aritmética entre 2’ e 2" nos da a abscissa do vér-
tice da parabola que constitui o grafico da fun¢do quadrética.

Consideremos agora o caso geral, sem a restricio b* — 4ac > 0.

O vértice V = (;—5, f (g—f)) da parabola, grafico da funcao
f(x) = ax® + bx + ¢, pertence aretaverticalz = —/24, eixo de simetria
da parabola. Portanto, dois pontos (2, 7)) e (z”, /) da pardbola tém a mesma
ordenada, isto &, f(z') = f(x”), se, e s6 se, ~b/2a for o ponto médio do
intervalo cujas extremidades sdo x’e 2", ou seja,

_b l,/ _I_ x//
2 2
Assim, para obter a abscissa do vértice dessa parabola, basta encontrar o

ponto médio do intervalo cujas extremidades sdo as abscissas de quaisquer
dois pontos da parabola, simétricos em relagao ao eixo da parabola.
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Sugestoes de leitura
No texto “Por que as antenas s@o parabdlicas” encontrado em Cole¢ao
Explorando o Ensino — Matematica, p. 5-9, sdao apresentadas proprie-
dades e aplicacdes da parabola que constitui o grafico de uma funcao
quadratica.

No artigo “O Teorema Isoperimétrico e o Problema da Cerca”, de Flaviano
B. P. Vieira, Lais B. Rodrigues, Edson Agustini, € demonstrado o Teorema
Isoperimétrico: “dentre todas as figuras planas de mesmo perimetro,
o disco é a figura de maior drea”. E apresentada, também, outra variacao
do problema de otimiza¢ao da cerca: delimitar um quintal entre uma casa
e um rio utilizando dois pedacos de cerca e usando a casa e o rio para essa
delimitacao.

Variacoes

Variagdes do mesmo experimento podem ser propostas, como, porexemplo,
ao invés de usar apenas um muro, podemos utilizar um canto com uma
parede de tamanho fixo que sera totalmente aproveitada para delimitar
o cercado. Essa variacao acarretaria uma area inicial diferente de zero,
implicando uma das raizes ser negativa e, nesse caso, a abscissa do ponto
de maximo ndo coincide com o ponto médio entre as abscissas zero e a raiz
positiva. Veja a representacao grafica da nova proposta:

Otimizacdo da cerca

1.

inicial

Outra possibilidade é obter uma cerca com uma divis6ria apoiada em
um muro. Veja o problema seguinte.

Um fazendeiro deseja construir uma cerca em sua propriedade para criar
galinhas e patos. Para isso, aproveitara um muro ja existente e cercard uma
regido retangular com dois compartimentos de medidas iguais, conforme
a figura. Sabendo que o fazendeiro dispde de L metros de tela, que serdo
totalmente utilizados, determine, em funcdo de L,

o valor de x para que ele consiga cercar a maior area possivel;

2. ovalor da maior area possivel.
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Resolucao
Denominando y a area cercada, temos:

y = x(L — 3z)ou, seja, y = —32% + L.
Raizes da fungdo:
L
z(—=3x + L) =0,logox = 0oux = 3
Assim, a drea sera maxima para £ = 6 .
E o valor maximo de y sera

3(L)2 L2 L2 L2 2I2—-I1%2 I?
y:— _— = e —

6
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