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2. Estudar Progressdes Aritméticas com o auxilio
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O EXPERIMENTO

Sinopse

Este experimento trata de Progressao Aritmética utilizando quadrados
magicos: quadrado magico fundamental, passando por termos
centrais e constantes magicas. Também faremos um estudo tedrico

de Progressdes Aritméticas, em que serdo analisados termos centrais
de PA, termos simétricos e soma de termos, e finalizaremos com alguns
desafios para os alunos.

Conteddos
Sequéncia, Progressao Aritmética;

Conjuntos, Logica e Nameros.

Objetivos da unidade

. Apresentar o desafio de l6gica Quadrado Méagico;
. Estudar Progressodes Aritméticas com o auxilio de quadrados méagicos.

Duracao
Uma aula dupla.

Material relacionado
Experimento: Quadrado Magico Multiplicativo;

m Video: Melancolia, Magica e Matematica;
» Audio: Pensando em Progressao Aritmética.



Introducao

Quadrado mdgico é considerado um tema
fascinante do ponto de vista da matematica
recreativa. Ele permite mdltiplas exploracdes
e conexdes com diversas areas da mate-
matica, desde Decomposicao Numérica

até Analise Combinatéria.

Os quadrados magicos sao arranjos
quadrados de numerais cujas linhas, colunas
e diagonais tém a mesma soma. Este nome
provém de algumas crencas que acreditam
que os quadrados magicos possuem poderes
especiais. Sua origem ainda é pouco conhe-
cida hoje em dia, porém, os estudiosos dizem
que o lugar mais provavel seria a China,
héa cerca de 3000 anos.

0 quadrado magico com notacao
numérica moderna é atribuido ao imperador-
engenheiro Yu, o Grande (2200 a.C.).
Segundo a tradicao, Yu estava observando
o rio Amarelo, quando surgiu uma tartaruga
divina, em cujo dorso estava o simbolo
que hoje é conhecido pelo nome de lo shu.
Assim, os chineses acreditavam que quem
possuisse um quadrado mégico teria sorte
e felicidade para toda a vida. Dessa forma,
durante o século xv, os quadrados magicos
foram se propagando, chegando ao Japao
e ao Oriente Médio e, posteriormente,

a Europa. Eles estavam relacionados com
alquimia e astrologia e, quando gravados
em placas de prata, eram usados como
amuleto contra a peste. Além de todas essas

conota¢bes misticas, os quadrados magicos
também foram seriamente estudados por
matematicos.

0 estudo de quadrados méagicos esta
longe de ser tedioso, além de ser um
assunto de facil abordagem e que desperta
a curiosidade até mesmo daqueles que nao
sao estudantes de matematica. Podemos
dizer também que mesmo usado como
passatempo acabou se tornando uma parte
importante da matematica contemporanea.
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Material necessario

Folha sulfite (ou folha de caderno).

Comentarios iniciais

Um Quadrado Mdgico é uma tabela
quadrada de lado n, cuja soma dos termos
de cada linha, coluna e diagonal (principal
e secundaria) é constante. Esse valor é
chamado de constante mdgica.

0 quadrado magico estudado inicial-
mente neste experimento é conhecido
como quadrado mdgico fundamental.
Suas principais caracteristicas sao: lado 3,
valores de 1a 9 e constante magica 15.
Posteriormente, estudaremos variagdes
do quadrado com constantes diferentes.
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ETAPA

1

* O valor da constante

Quadrado magico e PA

Professor, divida a sala em duplas e entregue

uma FOLHA DO ALUNO para cada dupla. Inicie mdgica pode ser fornecido
esta etapa pedindo que os alunos construam apenas se a turma estiver
um quadrado magico 3 x 3, com nlimeros de com dificuldade de

1a9, cuja soma dos termos de cada linha, encontrar uma solugéo.

coluna e diagonal seja 15. Abaixo, segue uma
das possiveis solugoes:

2 7 6
9 5 1
4 3 8

Os alunos devem tentar resolver o exer-
cicio porum tempo determinado. Podera
haver respostas diferentes, pois o quadrado
magico se conserva se rotacionarmos
ou refletirmos seus nimeros, mantendo
0 5 no centro, totalizando 8 solucdes.

Por exemplo:
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FIG. 2 Exemplo de rotacdo de 90° para a direita.

4 3 8
9 5 1
2 7 6

FIG. 3 Exemplo de reflexdo em torno da linha
horizontal 9, 5, 1.

Proponha agora o seguinte problema:

Questdo para os alunos

Monte trés quadrados magicos com
0S seguintes niimeros:

(29 3’ 4’ 5’ 69 79 8) 91 10)!
(1,3,5,7,9,11,13,15,17) e
(2, 4,6,8,10,12,14, 16, 18)

Os alunos devem construir mais trés % Seos alunos tiverem

quadrados magicos com os conjuntos de muita dificuldade, conte
nameros dados, mas eles ndo terdo a infor- qual a constante mdgica
macao de qual serad a constante magica. dos quadrados que
Permita que os alunos tentem por um tempo podem ser feitos com

cada uma das sequéncias
de nimeros: 18, 27 e 30,
respectivamente.

e entao sugira as seguintes questdes:
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Questdo para os alunos

Quais foram as constantes magicas
encontradas nos quadrados feitos
anteriormente?

Questdo para os alunos

0 que os quatro conjuntos de nimeros dados
tém em comum:

1,2,3,4,5,6,7,8,9),
(,3,5,7,9, 11,13, 15, 17),
2, 4,6,8,10,12, 14,16, 18),
e2,3,4,56,7,8,9¢e10)?

Os alunos devem produzir os quadrados
magicos, cujas constantes magicas sao

18, 30 e 27 respectivamente. Caso alguém
esteja com dificuldades, o quadrado feito

no inicio da aula pode ser usado como dica
de construcao, ja que basta preencher o novo
quadrado usando os ndmeros do primeiro
como indices para a nova sequéncia de nove
ndmeros.

A principal caracteristica em comum
entre os quatro conjuntos é o fato de serem
uma Progressao Aritmética (PA), com razoes
diferentes. No primeiro caso e Gltimo,
arazao é 1; no segundo e terceiro, as razoes
sao 2, embora os primeiros termos sejam
diferentes.

Se considerarmos 0s nimeros, em
ordem crescente, como termos de uma PA,
poderemos observar que o segundo
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e o terceiro quadrados magicos podem ser
montados como o primeiro:

3 113 |11
17 1 9 1
7 5 115
4 | 14 | 12
18 | 10 | 2
8 6 | 16
3 8 7
9 6 2
5 4 | 10
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. ETAPA
Termos centrais e

constantes magicas 2

Inicie esta etapa questionando os alunos
sobre o termo do centro dos quadrados
magicos:

Questdo para os alunos

Dado o conjunto de nimeros (5, 8, 11, 14, 17,
20, 23, 26 e 29), responda:

a. Epossivel utiliza-lo para preencher
um Quadrado Magico?

b. Se sim, qual serad o termo central?

Resolvendo este quadrado méagico
e observando os anteriores, os alunos
descobrirao que, dado um conjunto
de 9 nlmeros que formam uma PA, se estes
forem usados para completar um quadrado
magico, o termo central sera o termo central
da PA, ou seja, o termo as! Abaixo, segue
0 quadrado magico resolvido:

8 | 23|20
29 117 | 5
14 | 11 | 26
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Toda PA de nove termos preenche um
quadrado magico de ordem 3.

Poroutro‘lado, nem tod0~qua‘dra<?o‘ Magico i rete resultado é discutido
de ordem 3 é uma Progressao Aritmética. mais detalhadamente
Os termos do quadrado magico a seguir, no GUIA DO PROFESSOR.

por exemplo, ndao formam uma PA:

10 | 1 7
3 6 9
5 11 2

No GuIA DO PROFESSOR ha mais informa-
¢Oes sobre esse tipo de quadrado mégico.

Posicoes dos termos periféricos do Quadrado
Magico.

Propomos, entdo, uma maneira de resolver

a questao do posicionamento dos termos
periféricos. Sugira uma brincadeira para
estimula-los:

m Considere um dos quadrados magicos
resolvidos (no caso, escolhemos o primeiro:
1,2,3,4,5,6,7,8¢€9).0termo central ja foi
identificado, é 5;

m Entdo, subtraia o termo central, de todos os
ndmeros. Obtera, assim:

-4,-3,-2,-1,0,1, 2,3, 4;
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m Agora, 0 novo quadrado magico formado
por esses valores devera ter 0 como
constante magica:

-3 ] 2 1
4 0
-1 -2 3

E possivel observar que todos os termos
simétricos em relagao a 0 sao opostos
aditivos. Por exemplo:

R

Dessa forma, pensando em uma PA de
nove termos, podemos dizer que o termo
central do quadrado magico serd também o
termo central da PA, assim como os valores
simétricos serdo também os valores simé-
tricos da PA:
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1 2 3 4 [5] 6 7 8 9
5—r 541
446=10
5—2r 5+ 2r
347=10
5—3r 5+3r

248=10

5—4 5+4

' 149=10 e

Para maiores informacoes sobre
qguadrados méagicos, sugerimos um artigo
publicado pela RPM: “Quadrado Magico 3 x 3:
um Novo Olhar”, Goncgalves, Alex Oleandro,
Revista do Professor de Matematica,
volume 59.

Constante magica

Terminado o estudo relativo ao posicio-
namento dos termos, pode ser proposto
um novo questionamento aos alunos:

Questdo para os alunos

Dado um conjunto de nove nimeros que
preenchem um quadrado méagico, como saber
qual serad a constante magica? Responda essa
questdo sem resolver o quadrado magico.
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Observe que a constante magica sera
a soma de todos os nimeros do quadrado
magico dividida por trés, pois ha trés colunas
e trés linhas. Assim:

1,2,3,4,5,6,7,8,9) — (14243+4+5+6+7+8+9)/3 =15

(
(1,3,5,7,9,11,13,15,17) — (143+547+9+11413+15+17) /3 =27
(2,4,6,8,10,12,14,16,18) — (2+4-+6+8+10+124+14+16+18)/3 = 30
(

(

2,3,4,5,6,7,8,9,10) — (2+3+4+5+6+7+8+9+10)/3 =18
5,8,11,14,17,20,23,26,29) —
— (54+8+11+14+17+20+23+26+29)/3=51

Fechamento

Depois que as etapas anteriores forem
finalizadas, os alunos deverdo encontrar
uma formulacao genérica para as solugdes
das questdes propostas anteriormente.
Assim, dada uma PA geral de nove termos,

ap, az az, ag, as, ag, az, ag, as

os alunos devem se questionar novamente
sobre 0s mesmos problemas das ETAPAS 1
e 2, e pensar uma nova resposta em func¢ao
dos termos dessa PA.

Em relagdo ao termo central, este sempre
sera o as, como podemos observar devido a
definicdo de uma PA (FIGURA 1).

O Experimento

7/11



Questao para os alunos

Usando seus conhecimentos prévios, como
encontrar a constante magica?

Esta questao pode ser resolvida usando
soma de termos de uma PA:

(a1 + an) 2 Uma questdo extra que
Sn= nf pode ser interessante
é: serd que a soma de
Ap0s encontrar essa soma, basta dividir qualquer PA com nove

termos inteiros positivos

o resultado por 3. Assim:
é sempre divisivel por 3?

L. Sn (a7 +an)

Constante magica= — =n———

3 6
Depois de realizadas todas as etapas

anteriores, os alunos terao ferramentas

para desenvolver uma solucao geral para

o quadrado magico completado com uma pPA

de nove termos.

Questdo para os alunos

Dada uma PA de nove termos: ay, az, az, a4,
as, ag, ay, ag, ae, construa um quadrado
magico.

Novamente, essa solugdo podera ser
utilizada para qualquer quadrado magico de
nove termos cujos valores formem uma PA.

Quadrado magico aditivo



az |az |ae

a9 | as | aq

agq (a3 |ag

Desafios
A seguir, sdao propostos alguns desafios que
podem ser usados no final do experimento:

Questdo para os alunos

Construa um quadrado magico cujo termo
central seja 11.

Esta questao podera ter inimeras solu-
¢oes, pois qualquer PA cujo termo central
for 11 sera valida neste caso. Por exemplo:

2 |17 | 14
23 | 11 | -1
8 5 120

Este quadrado magico foi preenchido com
uma PA de razao 3, com termo central 11 e
constante magica 33.
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Questao para os alunos

Construa um quadrado magico cujo termo
central seja v/2.

As observacdes feitas para a questao
anterior também valem para esta. Assim,
um exemplo de solugdo seria:

—29.2| 21-v/2 | 112

NV2 | V2o |-39v2

—9.v/2 |=19-v2| 31-V2

Este quadrado magico foi preenchido com
uma PA de razdo 10-v/2, com termo do meio
v/2 e constante magica 3- /2.

Questdo para os alunos

Usando os conhecimentos aprendidos até
agora, complete o seguinte quadrado magico:

Quadrado magico aditivo



40 20

Como visto anteriormente, os termos
simétricos em relacao ao termo do meio
se mantém a uma mesma distancia deste.
Assim, o termo central serd a média dos
termos, ou seja, 25. Sabendo o valor central,
também ja encontramos o termo simétrico
a 20. Com as duas diagonais completas,
calculamos a constante magica, 75, facil-
mente encontrando os outros termos.
Abaixo a solugao completa:

30 | 35| 10
5 125 | 45
40 | 15 | 20

Questdo para os alunos

Construa um quadrado magico cuja constante
magica seja 51.

Neste desafio, os alunos novamente
poderao encontrar muitas respostas
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diferentes. Abaixo, segue a descri¢cao de
um exemplo de solugao:

Como sabemos de antemao, a constante
méagica é igual a n%. Assim:

51 — 9(ar +an) _ 3(ar +an)
6 2 ’

Sabemos também que a soma dos termos

simétricos dividida por dois é igual ao termo

central, entao:

((11"‘(111)_5_
2 3

Agora, sabendo o termo central, podemos
escolher qualquer razao para construir
uma PA que preencha o quadrado magico.
Por exemplo, com razao 1, teremos:

as = 17

14 | 19 | 18
21 | 17 | 13
16 | 15 | 20
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