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Objetivos da unidade

1. Estudar Progressdes Geométricas, explorando alguns aspectos
de um fractal;

2. Introduzir a soma infinita dos termos de uma Progressao
Geométrica.
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Sinopse

Ao fazer os primeiros passos da constru¢do para a formacgao do fractal que
denominamos Quadrado de Koch, os alunos tentarao identificar os padrdes
que seguem o perimetro e a area das figuras obtidas. Assim, descobrirdo
Progressdes Geométricas e fardo analises sobre seu comportamento.

Conteddos
Sequéncia, Progressao Geométrica;

Sequéncia, Soma de Progressdes Geométricas.

Objetivos

. Estudar Progressdoes Geométricas, explorando alguns aspectos de um

fractal;

. Introduzir a soma infinita dos termos de uma Progressao Geométrica.

Duracao
Uma aula dupla.



Introducao

A palavra fractal, criada por Benoit Mandelbrot em 1975, é originaria do
latim, do adjetivo fractus, cujo verbo correspondente frangere significa
fragmentar, quebrar. Os fractais podem apresentar uma infinidade de for-
mas diferentes, nao existindo uma defini¢ao consensual. Contudo, muitos
conjuntos considerados fractais tém alguma forma de autossemelhanca,
ou seja, possuem partes que sdo réplicas (em escalas menores) da sua
propria figura. Além disso, muitos fractais de interesse sao definidos de
um modo bastante simples, por exemplo, recursivamente.

Muitos fendmenos e formas irregulares, como nuvens, montanhas, tur-
buléncias, arvores, crescimento de populacdes, vasos sanguineos, entre
outros na natureza, podem ser estudados e descritos utilizando modelos
com estruturas fractais e teoria da geometria fractal.

A geometria fractal esta relacionada a Teoria do Caos, com suas irregu-
laridades. Entretanto, a teoria dos fractais veio trazer ordem e padrdes para
0 que antes era considerado imprevisivel e caético. Podemos dizer que
a geometria fractal forneceu certa ordem ao caos, podendo ser utilizada
para descrever diversos fendmenos da natureza para os quais as geome-
trias tradicionais nao podem ser utilizadas.

Existem muitas figuras consideradas fractais, por exemplo, o tridngulo
de Sierpinski, que pode ser obtido a partir de uma regiao triangular equi-
latera. Dessa regido retiramos a regido triangular central cujos vértices sao
os pontos médios do triangulo inicial, restando trés regides triangulares.
Em cada uma dessas regides triangulares restantes, repetimos o processo.
Refazemos indefinidamente este procedimento e o tridngulo de Sierpinski
é a figura limite desse processo.

Nas figuras abaixo estao representados os seis primeiros passos para
a construcao do triangulo de Sierpinski. Enfatizamos que o triangulo de
Sierpinski é o limite e ndao qualquer um dos passos finitos da construcao.

Uma caracteristica importante do tridngulo de Sierpinski é a autos-
semelhanca.
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FIG. 1 Tridngulo de Sierpinski.

Outro exemplo famoso de fractal é o conjunto de Mandelbrot, que apa-
rece representado na figura que segue.

FIG. 2 Conjunto de Mandelbrot.
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Dentro do conjunto de Mandelbrot ha réplicas do conjunto infinita-
mente: em cada figura tem um quadrado em destaque e uma ampliagao
dessa regidao aparece na figura seguinte. (Fonte: http://pt.wikipedia.org
/wiki/Conjunto_de_Mandelbrot)

Apesar de o uso de fractais nao ser muito comum em sala de aula, é
possivel, desde que sejam respeitados os niveis e a necessidade de cada
série, serem ensinados ainda no Ensino Fundamental. Os conceitos de
area, perimetro, formas geométricas, sequéncias e séries, por exemplo,
estdo presentes nas formas fractais também. Em especial, no Ensino Médio,
os fractais podem contribuir para uma introdu¢ao informal aos conceitos
de limite e convergéncia.

Motivacao

0 ensino de Matematica e de outras areas em geral deve incorporar
atividades inovadoras e considerar a realidade do aluno. Propiciando
aos alunos o conhecimento de fen6menos que ocorrem na natureza, apre-
sentando a eles exemplos adequados e associando esses exemplos aos
contelidos a serem trabalhados, contribuimos para que o aluno tenha um
primeiro contato com determinados conceitos matematicos de modo mais
significativo. Além disso, a Matematica pode contribuir para uma melhor
compreensdo, percepcao e entendimento de fendmenos da natureza.

Acreditamos, assim, que trabalhar conte(dos a partir de exemplos
encontrados na natureza, estimulando a criatividade e o raciocinio logico,
motiva os alunos e os auxiliam na compreensdo desses conteddos e
conceitos matematicos.

Em qualquer nivel de ensino, o envolvimento com fractais traz consi-
go diversao, motivagao e prazer estético pelas belas formas e cores que
podem apresentar. O que se tem feito no Ensino Basico é o trabalho
com exemplos geométricos de fractais. Podem ser utilizados recursos de
informatica, o que promove ao aluno concentracao e melhor visualizacao
para o entendimento das situacdes apresentadas.
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O experimento

Comentarios iniciais

Dentre os muitos exemplos de fractais, escolhemos o Quadrado de Koch
para este experimento porque é simples de ser aprendido e serve como
motivacdo para muitas outras atividades que podem ser propostas. Apre-
sentaremos algumas delas no final deste texto.

A curva de Koch, da qual originou o famoso “Floco de Neve de Koch”,
foi apresentada pelo matematico sueco Helge von Koch em 1904. A idéia
da formagao desta curva inspirou outras constru¢des analogas como, por
exemplo, a curva utilizada para construir o Quadrado de Koch que veremos
na ETAPA 1 deste experimento. A formacao do Floco de Neve de Koch esta
apresentada em VARIAGOES.

Etapa1 Os Primeiros Passos da Construcao
do Quadrado de Koch

O objetivo desta etapa é a construcao, com lapis e régua, dos primeiros
passos do fractal Quadrado de Koch. Com essa construgao, exemplifica-
remos como é que vai se formando um fractal, desde o seu inicio.

Veja que o primeiro passo do fractal em questao &, simplesmente, um
quadrado. A segunda figura é obtida ao se fracionar cada lado do quadrado
em trés partes iguais e acrescentar, a partir de cada parte intermediaria,
um novo quadrado de lado igual a esta parte, ou seja, medindo % do lado
do quadrado inicial.

Esse procedimento deve ser repetido em cada novo segmento obtido
apés acrescentar os novos quadrados. Nesta etapa, cada segmento obtido
terd como medida, portanto, 1 da medida do lado do guadrado inicial.
A partir dai, esse procedimento é refeito em todos os segmentos obtidos
nas figuras, e assim pordiante. As figuras que seguem mostram os primeiros
passos para a formagao de um Quadrado de Koch:
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0 Quadrado de Koch é a curva limite quando repetimos o processo inde-
finidamente.

Considerando o lado do quadrado inicial como uma unidade, os alunos
devem calcular o perimetro da figura e a drea acrescentada em cada passo,
completando a TABELA 1 abaixo:

Passos Comprimento dos Perimetro da figura | Area acrescentada
segmentos

1 1 4 0

2 ! 500 - 5> 4.1

3 3 100- 5 20- g5

4 5 500 - 5> 100 =35

5

TABELA 1
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Etapa 2 Analise dos dados

Nesta etapa, apds analise dos dados obtidos na TABELA 1, mostre aos
alunos, através de questionamentos, que os nlimeros, a partir da terceira
coluna da TABELA 1, obedecem a certo padrao algébrico:

m Na terceira coluna, cada niimero, a partir do segundo, é igual ao anterior
multiplicado por%.

m Na coluna dos perimetros, cada nlimero, a partir do segundo, é igual ao
anterior multiplicado por%.

m Na coluna areas acrescentadas, cada nlmero, a partir do terceiro, é igual
ao anterior multiplicado porg.

Esse é um bom momento para identificar Progressdes Geométricas ou
mesmo introduzir este conceito.

Definicdo

Uma Progressdo Geométrica (P.G.) € uma sequéncia de nimeros reais nao
nulos em que o quociente entre um termo qualquer, a partir do segundo,
e o termo precedente, é constante. Essa constante é chamada razao da
Progressao Geomeétrica.

Termo Geral de uma P.G.
Consideremos uma Progressao Geométrica com razaoaqj, as, ..., an, ...
com razao . S3o validas as seguintes relacdes:

a=a-q
a3=ax-q=(a;-q)-q=aj-q?
ag=a3-q=(a;-g?)-q=a;-¢

De modo geral, vale:an, = ay - q”*] ,ou seja,
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Definig¢ao
0 n-ésimo termo ou termo geral de uma Progressao Geométrica com razao
qédadoporan, =ay-q™ .

Os alunos devem, entdo, identificar que tipo de sequéncia se observa
em cada coluna da tabela e determinar o termo seguinte. A partir dai, eles
poderao descobrir qual é o termo geral de cada uma delas.

E importante observar que os termos da coluna comprimento dos seg-
mentos formam uma P.G. cujo n-ésimotermoéa,, =1- (%)ni e arazao
éq= % Com estarazdo, a medida que n cresce, o valor de an,, positivo, vai
setornando cada vez menor, aproximando-se de zero. Neste caso, dizemos
que o limite de a,, € zero quando n cresce ilimitadamente. O limite dos
comprimentos dos segmentos, quando n cresce ilimitadamente, é zero.

Dessa forma, na coluna perimetro da figura, é possivel identificar uma
P.G. cujo n-ésimo termo & an =4-(3)"  arazdo é q = 3. Ao contrario
do caso anterior, a razdo sendo maior do que 1, a3 medida que n cresce,
o valor de an, vai se tornando cada vez maior, crescendo ilimitadamente,
ou seja, o perimetro das figuras cresce ilimitadamente.

No caso da coluna drea acrescentada, a partir do segundo passo, a P.G.

obtida tem o primeiro termo a; = g earazaoq= g, portanto, seu termo

geraléan = % . (g)ni . Observe que a area dan-ésima figura € a somada
area do quadrado inicial, que é iguala 1, com os respectivos n — 1termos
da P.G., que representam as areas acrescentadas. Para determinar essa
area para um n qualquer, precisamos saber como calcular a soma dos n

primeiros termos de uma P.G.

Soma dos 1 primeiros termos de uma Progressao Geométrica
Consideremos a P. G. dada pelos termos: a1, az, ..., Qn, ... cOm razao q.
A soma dos n primeiros termos desta P.G. é dada por
17q“*1
1—q
cuja demonstragao esta apresentada no texto do experimento.
Lembrando que na coluna drea acrescentada o primeiro termo da
sequéncia corresponde a FIGURA 2, a area da n-ésima figura para um n
qualquer é, entao, dada por

Sn:a]'

4
g
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Fechamento

E mais proveitoso que os resultados obtidos pelas duplas de alunos sejam
analisados e discutidos com a classe toda para que todos possam visualizar
a tabela na lousa feita pelo professor.

Apés a analise dos resultados, conduza os alunos a reflexdo: o que
acontece com as areas quando o processo é repetido indefinidamente?
Elas se aproximam de algum ndmero? Para responder, é preciso sabero que
podemos afirmar sobre os valores S;, quando n cresce indefinidamente.

Para uma P.G. a7, az, ..., Gn, ... cOm razdo g, —1 <q <1, a poténcia
q" -1 se aproxima de zero, o que leva Sn = —qq— se aproximar de
S=

Se q 1 ou g < —1, os valores Sy, crescem ilimitadamente, em valor

absoluto, a medida que n cresce indefinidamente.

Assim, respondendo a pergunta, no caso da area, a razdo da P.G. cor-
respondente é q = g ,—1<q<]1, e, portanto, os valores das areas se
aproximam de

unidades de area (lembre-se de que o primeiro termo da P.G. éa; = g).

Observamos que para solucionar a Gltima questao, “A figura limite,
quando o processo é repetido indefinidamente, caberia na Folha Ponti-
lhada?”, foi preciso também utilizar este contelido para calcular a soma
infinita de uma P.G.

Observacao
Também seria interessante guiar o aluno a observar que existe uma relacao
entre uma P.G. e sua fun¢ao exponencial correspondente.

Numa P.G.aq, az, ..., an,... comrazao g, vale a relagao

an=aj-q"
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No casoem queq >0eq # 1, afuncdo que associa a cada ndmero natural
n(n > 1) o valor a, é a restricdo aos nlmeros naturais da funcdo expo-
nencial a(x) = aj - q*~. Assim, pensando em uma Progressdo Geomé-
trica como uma funcdo que associa a cada nlmero natural n o valor a,,
acima, observamos que o grafico dessa funcao é formado por uma sequén-
cia de pontos pertencentes ao grafico de uma fungao exponencial.

alx) =ar-q*~",

qg>1,a:>0

L 2

Note que o grafico da fun¢do dada por f(x) = aj - qX*‘ é a translacao
a direita de uma unidade do grafico da fungdo exponencial g(x) = ay - q*.

Sugestao ao professor
Existem diversos programas de Geometria Dindmica em que podem ser
explorados fractais. Em particular, podem ser encontradas informacoes
sobre o programa igeom em [Brandao].

Com o uso de Progressdes Geométricas, podem também ser trabalhados
problemas relacionados a matematica financeira.
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Variacoes

No texto, citamos dois outros fractais, o Tridngulo de Sierpinski e o Floco
de Neve de Koch. E possivel fazer um estudo semelhante ao do experi-
mento na constru¢ao dos primeiros passos para a formagao desses fractais.
Apresentamos a seguir um modelo para o Floco de Neve de Koch:

Floco de Neve de Koch

Na construg¢ao dos primeiros passos, iniciamos com um tridngulo equi-
latero. A seguir, fracionamos cada um de seus lados em trés partes iguais
e acrescentamos, a partir de cada parte intermedidria, um novo triangulo
equilatero de lado igual a esta parte, ou seja, medindo % da medida do
lado do tridngulo inicial.

s \/

Esse procedimento deve ser repetido em cada segmento obtido nesse
passo.
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O fractal correspondente a essa constru¢do € a curva limite quando
repetimos o processo indefinidamente.
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