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Sinopse

Trabalhando em grupo, os alunos deverdo construir seis esqueletos (vérti-
ces e arestas) de poliedros convexos. No processo de construgdo, os alunos
perceberdo que existem esqueletos de poliedros rigidos e ndo rigidos.
Para estes, adiante, proporemos o desafio de torna-los rigidos. Neste pro-
cesso, 0s alunos tentarao obter regras que lhes permitam explicar suas
solucgdes.

Conteiddo
Geometria Espacial: Geometria Métrica.

Objetivos

. Instrumentalizar o docente com material para o ensino de Geometria

Espacial;

. Explorar esqueletos de poliedros convexos, criando hipéteses sobre

rigidez.

Duracao
Uma aula dupla.

Material relacionado
Experimento: Cortar Cubos.



Introducao

0 estudo da Geometria merece uma atencao especial no Ensino Médio,
principalmente a extrapola¢ao dos conceitos de geometria plana para
0 espaco. Geralmente relegado aos finais dos capitulos ou finais dos livros
didaticos, o tema tende a receber um tratamento analitico, com énfase
nos aspectos métricos, dando a impressao que consiste de um amon-
toado de férmulas para resolver questdes que parecem existir apenas em
exercicios de matematica. Este experimento caminha na contramao dessas
duas tendéncias.

Acredito que a Geometria deve ocupar um lugar central no estudo de
matematica, uma vez que o desenvolvimento do pensamento geométrico,
complementar ao analitico, &€ muito importante para a formacao critica
do estudante. Ademais, o pensamento criativo em geometria exige habi-
lidades diferentes do pensamento analitico; em particular, exige certo
distanciamento do objeto de estudo: a simples descricao de um objeto
demanda enxerga-lo sob diferentes pontos de vista, o que estimula o es-
tudo das relacdes entre diferentes objetos, a verificacdo da existéncia de
padroes, de caracteristicas de validade universal etc.

0 propésito do experimento é estimular os alunos a construir e explorar
alguns objetos tridimensionais, com o objetivo de investigar a existéncia
de caracteristicas que os tornam rigidos ou flexiveis. Evitamos a utili-
zacao de formulas e preferimos enfatizar um viés qualitativo na analise
do experimento. Sendo assim, no decorrer das atividades, os alunos sao
incentivados a criar e testar suas préprias conjecturas a respeito darigidez
de poliedros.

Neste guia, procuramos apresentar os subsidios matematicos que dao
suporte a esta atividade. Em especial, destacamos o Teorema de Cauchy,
que garante que todo poliedro convexo é rigido. Discutimos também o termo
esqueleto, utilizado no titulo do experimento, que permite a compreensao
de afirmacbes como: o cubo é rigido, mas o esqueleto do cubo é flexivel.
Por fim, apresentamos a planificagdo do Poliedro de Steffen, um poliedro
flexivel, cujas faces sao todas triangulares. Este poliedro ndo é convexo e
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a construcao de seu esqueleto utilizando o material do experimento pode
ser um desafio bastante estimulante para aos alunos.

Motivacao

Embora estejamos habituados a figuras tridimensionais (afinal, vivemos
num mundo tridimensional), o estudo da Geometria Espacial na escola é
sempre um desafio. Parte deste desafio reside na dificuldade que os alunos
tém em abstrair propriedades das figuras geométricas espaciais que, em
geral, lhes sdo apresentadas de maneira formal pela primeira vez através
de desenhos bidimensionais no livro.

Neste experimento, 0os alunos terdao a oportunidade de construir e
manipular varios esqueletos de poliedros, superando o problema da visu-
alizacdo e explorando propriedades que ndo seriam passiveis de analise
através de desenhos no plano. Dessa forma, os ganhos com a realizacao
deste experimento podem iralém das questdes exploradas nas atividades.
Sugerimos, por exemplo, o aproveitamento das figuras construidas para
um novo estudo de relagdes métricas de poliedros.

O experimento

Defini¢Oes e fatos histaricos

Antes de abordar as questdes envolvidas no experimento, vamos apre-
sentar alguns conceitos envolvidos nesta atividade e, também, um relato
dos principais fatos e personagens que fizeram parte da histéria do estudo
sobre a rigidez de poliedros.
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Utilizamos o termo esqueleto tridimensional (ao invés de poliedro) por
haver uma sutil e fundamental diferenga entre ambos. Um poliedro é uma
reunido de um ndmero finito de poligonos planos, que sdao denominados
faces do poliedro, de forma que: a) cada lado de um desses poligonos,
denominado aresta, é também lado de um, e apenas um, outro poligono
eb) ainterseccdo de duas faces quaisquerou é vazia, ou € um lado comum
a duas faces, ou é um vértice do poliedro. O esqueleto tridimensional do
poliedro consiste apenas no conjunto dos vértices e arestas do poliedro.

Do ponto de vista formal, os objetos construidos no experimento sao
denominados 7-esqueleto dos poliedros. Dizemos que os vértices de um
poliedro tridimensional formam o zero-esqueleto do poliedro. Suas arestas
formam o 7-esqueleto e suas faces formam o 2-esqueleto, que, no caso
tridimensional, coincide com o poliedro. Para simplificar a nota¢ao e nos
adequar ao nivel de estudo pretendido, vamos denominar simplesmente
esqueleto do poliedro ao conjunto das arestas e vértices de um poliedro.

Para que o esqueleto se transforme no poliedro, precisamos adicionar-
lhe todas as faces. Neste sentido, quando nos referimos a algum objeto
construido no experimento, o correto é utilizar o termo esqueleto. Por exem-
plo, devemos dizer o esqueleto do cubo ndo € rigido ao invés de dizer
0 cubo ndo é rigido. Esses cuidados, que a primeira vista podem parecer
pedantes, sao tomados para evitar confusdes conceituais. Alias, uma das
dificuldades que os matematicos do passado tiveram para demonstrar
teoremas sobre poliedros foi justamente a falta de defini¢des precisas para
os termos envolvidos.

Na sequéncia, passemos a discutir o conceito de rigidez, iniciando por
sua definicao:

Definicao

Dizemos que um objeto é rigido se ele ndo puder ser deformado continua-
mente, de modo a se transformar em outro. Um objeto que nao é rigido é
denominado flexivel.
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Dizer que um objeto rigido ndo pode ser deformado continuamente
significa dizer que tal objeto nao pode ser transformado em outro sem
que haja rupturas, ou seja, sem quebra-lo. Deformar significa “modificara
forma”; assim, o fato de ser possivel movimentar livremente um triangulo
no plano ouno espag¢o ndo implica que o triangulo seja flexivel. O triangulo
érigido porque s6 podemos transforméa-lo em outro poligono se rompermos
um de seus lados. Eventualmente podemos admitir que um objeto rigido
possa ter duas ou mais formas estéveis que ndo podem ser obtidas uma
da outra através de uma deformacgao continua, isto &, sem quebra-lo.

0 estudo darigidez de poliedros tem despertado o interesse de muitos
matematicos ao longo da histéria. Em 1766, o matematico Leonhard Euler
formulou a seguinte conjectura sobre a rigidez de poliedros:

Conjectura de Euler para rigidez de poliedros

Se as faces de um poliedro forem feitas com uma chapa de metal e as ares-
tas substituidas por dobradicas, o poliedro sera rigido.

Em 1813, Cauchy demonstrou que a conjectura de Euler era verdadeira
para todos os poliedros convexos.

Teorema de Cauchy para rigidez de poliedros

Todo poliedro convexo cujas faces sao feitas com uma chapa de metal
e cujas arestas sao substituidas por dobradigas é rigido.

Embora a demonstragdo de Cauchy ndo abrangesse poliedros ndo con-
vexos, acreditava-se também que todos os poliedros (convexos ou nao)
com faces triangulares eram rigidos. No entanto, em 1978, o matematico
Robert Conelly mostrou que a conjectura de Euler era falsa, apresentando
o exemplo de um poliedro cujas faces eram todas triangulares, mas o polie-
dro ndo era rigido! Tal objeto ficou conhecido como a “esfera de Conelly”.
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FIG. 1 Icosaedro, um poliedro rigido, e Esfera de Conelly, um poliedro nao rigido.

A descoberta da esfera de Conelly inspirou outros matematicos e
outros resultados interessantes apareceram. Por exemplo, Klaus Steffen
encontrou um poliedro flexivel com apenas 14 faces triangulares e 9 vértices
(CROMWELL 1997, pp. 244-247); MAKSIMOV (1995) mostrou que o poliedro
de Steffen é o poliedro flexivel mais simples que pode existir, cujas faces
sado formadas apenas por tridngulos (CROMWELL 1997, p. 245).

Abaixo, apresentamos a planificacdao do poliedro flexivel de Steffen:

FIG. 2 Planificacdo do poliedro flexivel de Steffen.

M® Fsqueletos no espago



Investigando a rigidez de alguns esqueletos
de poliedros

O experimento é centrado na construcdo dos esqueletos de alguns poli-
edros, com o objetivo de investigar a rigidez destes objetos e tornarrigidos
os esqueletos flexiveis. Pelo Teorema de Cauchy, sabemos que todos
0s poliedros convexos sdo rigidos. Assim, figuras como o cubo e o dode-
caedro sdo rigidas. No entanto, na realizagao do experimento, observamos
um fato que, em primeira andlise, parece conflitante com este resultado
matematico: o esqueleto do cubo nao é rigido, ou seja, apds conectar
as arestas e os vértices do cubo, obtemos um objeto flexivel.

Essa é a sutil diferenca que salientamos no inicio. Se recortassemos seis
quadrados de papel com lados iguais as arestas do cubo e 0s coldssemos
nas faces do esqueleto de maneira a construir um poliedro, produziriamos
uma figura rigida, por mais fino que fosse o papel. Assim, nao ha nada
de errado em afirmar que o cubo é um poliedro rigido e que o esqueleto
do cubo, construido com borrachinhas e palitos, é flexivel.

Embora o recobrimento das faces com papel possa ser um interes-
sante experimento, o desenvolvimento que damos aqui envolve tornar
os esqueletos rigidos fazendo com que cada uma de suas faces seja rigida
também.

Esqueletos convexos rigidos no espaco
Como consequéncia imediata do Teorema de Cauchy, podemos enunciar
0 seguinte corolario:

Coroldrio: Rigidez de esqueletos convexos
Todo esqueleto convexo no espaco cujas faces sdo rigidas é rigido.

Demonstracao
A rigidez das faces do esqueleto convexo implica na rigidez do poliedro.
Como o esqueleto é convexo, ele é rigido.
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Etapa1 Construcao dos esqueletos

Na ETAPA 1 do EXPERIMENTO, 0s alunos terdo que tornar rigidas as faces
dos esqueletos através da construcao de triangulos. Esta etapa envolve
basicamente conceitos de trigonometria e geometria plana (métrica).

Etapa 2 Como deixar os esqueletos rigidos

Na ETAPA 2, os alunos sao convidados a analisar os resultados e tirar
algumas conclusdes com base no experimento.
Na FOLHA DO ALUNO, aparece um quadro com as seguintes questdes:
a. O quevocéachaque é suficiente para garantir que um esqueleto no espaco
seja rigido?
b. Vocé acredita que um esqueleto cujas faces sao todas triangulares pode
ser flexivel?

Depois de conhecer o Teorema de Cauchy e mais especificamente
o Corolario que apresentamos, temos a resposta para a primeira questao:
para que um esqueleto no espaco seja rigido, é suficiente que ele seja
convexo e que todas as suas faces estejam rigidas; ou, o que é equivalente,
gue seja convexo com todas as faces triangulares.

Uma atengdo especial pode ser dada a formalizacao dessa resposta.
Em geral, os estudantes se esquecem de mencionar o fato da convexidade,
0 que da margem a erros na resposta do item b. Ou seja, nem sempre um
poliedro que tem todas as faces triangulares é rigido - no inicio deste guia
apresentamos dois exemplos desse fato, a esfera de Conelly e o poliedro
de Steffen. No entanto, se o poliedro tiver todas as faces rigidas e, além
disso, for convexo, entdo ele sera rigido.

No seguinte quadro apresentamos um resumo dos principais resultados
matematicos discutidos neste guia.
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Resumo dos principais resultados apresentados

m Poliedro é diferente de Esqueleto de Poliedro;

m Teorema de Cauchy: “Todo poliedro convexo é rigido”;

m Corolario do Teorema de Cauchy: “Todo esqueleto convexo no espaco cujas
faces sao triangulares é rigido”;

Existem poliedros flexiveis (ndo convexos) cujas faces sao todas trian-
gulares.

Fechamento

As contribui¢des deste experimento no estudo da Geometria Espacial em
Nivel Médio podem ser divididas em dois niveis de complexidade. O pri-
meiro deles diz respeito a atividade de construcdao e manipula¢do dos
objetos, o que possibilita aos alunos a exploracao de uma nova dimensao,
literalmente. Usualmente, o contato dos alunos com poliedros se da de
forma visual, através de desenho (projecGes) desses objetos no plano.
Assim, o simples fato de construir e manipular os esqueletos dos poliedros
se constitui numa atividade interessante, que contribuird na superagao
do obstaculo epistemoldgico que existe na passagem da Geometria Plana
para a Geometria Espacial.

0 segundo nivel de complexidade, em torno do qual este guia foi pau-
tado, diz respeito a formaliza¢ao do conceito de rigidez e ao estudo das
caracteristicas que tornam um poliedro rigido. A discussao destes conceitos
requer um nivel de abstragdao matematico que é diferente do nivel exigido
para construcdo dos objetos e para tornar rigidas suas faces.

A atividade de fechamento que vamos propor diz respeito ao segundo
nivel. Pode ser sugerida a construcdo do poliedro de Steffen, cujas faces
sdo todas triangulares e mesmo assim é flexivel. Para tanto, é possivel
utilizar a planificacao deste poliedro apresentada na FIGURA 2.

Apéds a construcdo, esclareca aos alunos a questao fundamental que
norteou este experimento: para ser rigido, um poliedro precisa ter todas
as faces rigidas e ser convexo.
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Variacoes

Como ja comentado, uma possivel variacao deste experimento consiste em
tornar os esqueletos rigidos adicionando-lhes faces de papel. Neste caso,
com a adicao de faces, os esqueletos sao transformados efetivamente em
poliedros. Se forem convexos, pelo teorema de Cauchy, serao rigidos.

A parte disso, durante o experimento, proponha diferentes questdes
para os alunos, por exemplo: “Qual é a maneira de se tornar rigido um
esqueleto, utilizando o menor nimero de diagonais auxiliares?” ou “Sera
que a solugdo com o menor nimero de diagonais é a que utiliza a menor
quantidade (linear) de material?”.

Outra variacao possivel é utilizar o mesmo material para explorar
as propriedades métricas dos poliedros, através de seus esqueletos.
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