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Objetivos da unidade

1. Estudar linhas de simetria com espelhos;

2. Relacionar o angulo formado por dois espelhos e o nimero
de imagens formadas;

3. Estudar poligonos regulares e suas linhas de simetria.
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Sinopse

Este experimento propde o estudo de simetrias com espelhos planos.
Inicialmente, utilizamos um espelho para descobrir linhas de simetria.
Depois, com dois espelhos, formamos angulos entre eles e observamos
a quantidade de imagens obtidas conforme variamos esta abertura. Em se-
guida estudamos a formagado de poligonos com dois espelhos. Por fim,
os alunos devem encontrar uma férmula que relacione a medida do angulo
entre os espelhos com o ndmero de imagens formadas.

Conteiddo
Geometria Plana, Simetrias.

Objetivos

. Estudar linhas de simetria com espelhos;
. Relacionar o angulo formado por dois espelhos e o nimero de imagens

formadas;

. Estudar poligonos regulares e suas linhas de simetria.

Duracgao
Uma aula dupla.



Introducao

Os espelhos planos refletem a luz de tal maneira que torna possivel repro-
duzir imagens semelhantes em nossas mentes. Os processos fisicos dos
espelhos e os fisiolégicos da visdo do ser humano sao bem interessantes,
mas ndo vamos lidar com esse assunto aqui. Entretanto, aproveitaremos
as propriedades de reflexao dos espelhos, em especial as responsaveis por
produzirimagens semelhantes aos objetos fisicos originais.

O conceito de simetria requer certo cuidado, pois ha definicdes precisas
em Matemaética e Fisica avancadas, por exemplo, que nem sempre corres-
pondem as defini¢des usadas em Artes. A origem da palavra “simetria” é
grega e estd associada a objetos ou coisas proporcionais, harmoniosas.
Vamos nos concentrar na simetria geométrica, isto é, na semelhanca da
forma emtorno de umalinha reta ou de um plano e, mais especificamente,
na simetria de reflexao ou lateral em relagao a um segmento de reta. Assim,
nesta atividade, vamos tratar apenas de simetrias no plano.

Aproveitamos também o uso de dois espelhos para mostrar uma relagao
entre dois conjuntos, a saber, o conjunto dos angulos entre 0° e 180° e
o conjunto do ndmero de imagens vistas nos espelhos combinados.

Motivacao

As simetrias geométricas, naturais ou artificiais, estdo por toda parte e ha
varios conte(idos que podemos utilizar para a Matematica do Ensino Médio
usando espelhos e suas imagens simétricas (como fizemos na primeira
etapa do experimento). Veja, por exemplo, uma borboleta e uma figura
tipica de caleidoscépio.

Fspelhos e simetrias

Temos a oportunidade de mostrar também uma férmula que relaciona
o dngulo entre os espelhos e o nimero total de imagens formadas (segunda
etapa) ou o nimero de segmentos de retas observados, combinando fonte
e imagens (terceira etapa).
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O experimento

Comentarios iniciais

Definicao

Linha de simetria é um segmento de reta que divide uma figura plana finita
em duas partes que tém formas geométricas iguais.

A igualdade se refere aos comprimentos e dngulos, pois vemos que a
reflexao inverte os lados de uma figura.

Essa definicdo de linha de simetria é suficiente para 0s nossos
propésitos.

Um objeto tridimensional pode ter um eixo de simetria em torno do qual
qualquer rotagdo rigida ndo altera sua aparéncia, isto é, a geometria do
objeto nao varia se ele girar em torno de seu eixo de simetria. Outro objeto
tridimensional pode terum plano de simetria que o separa em duas partes
idénticas. E comum a obtencdo de figuras planas a partir de cortes em
corpos tridimensionais e, nos casos em que o corte incluir o eixo de simetria
ou for perpendicular ao plano de simetria do objeto, teremos uma figura
plana com uma linha de simetria.

E bom lembrar que aimagem em um espelho plano mantém os compri-
mentos e os angulos dos objetos refletidos, isto €, mantém a forma geo-
métrica, mas inverte a lateralidade. Assim, o direito e o esquerdo ficam
trocados em uma reflexao. Contudo, se forem permitidas duas ou um
ndmero par de reflexdes, a imagem final mantém a lateralidade original.

Fspelhos e simetrias

Ftapa 1 Simetrias com um espelho

Nesta etapa do experimento usamos o espelho plano para encontrar
as linhas de simetria de figuras planas. As figuras sao simples e servem
para familiarizar ou lembrar os alunos das suas simetrias.

Pense e responda

Quais das figuras dadas tém linha de simetria? Quantas sao essas
linhas?

Os poligonos regulares mostrados na Folha do Aluno tém linhas de simetria
iguais ao nimero de lados (de mesmo tamanho). Assim, o tridngulo tem
trés, o quadrado tem quatro, o pentagono tem cinco e o hexagono tem seis.
As duas FIGURAS 3 e 4, porém, ndo tém linhas de simetria. Professor, mostre
que ndao ha nenhuma posicao do espelho sobre essas figuras que consiga
reproduzir as figuras originais, isto é, elas nao tém linha de simetria.

As figuras planas de frente, parte anterior e parte posterior (frontal e
dorsal) do homem ou da mulher sdo quase simétricas. De fato, Leonardo
daVincideixouisso registrado no seu famoso desenho “Homem Vitruviano”,
em que valoriza a simetria e as formas geométricas nas quais o homem
ficaria circunscrito.
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FIG. 5 Desenho Homem Vitruviano de Leonardo

FIG. 7 CsHs — Benzeno

da Vinci, cerca de 1490.

Ha varias moléculas planas que tém linha(s) de simetria, por exemplo:

FIG. 6 H,0 - Agua.

FIG. 8 SO; - Oxido sulfiirico
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Ftapa 2 Imagens com dois espelhos

Nesta etapa, a composi¢ao de imagens com o uso de dois espelhos é apre-
sentada com énfase na sistematizacao das informacgdes e coleta de dados.
Os alunos devem obter a seguinte tabela:

n 04
2 120°
3 90°
4 72°
5 60°
o
FIG. 9 NO; - Nitrato 6 oLA
7 45°
Encontramos as seguintes letras (maitsculas) com linhas de simetria: 8 40°
A,B,C,D,E,H,I,K,M,0,T,U,V, W, Xetambém, na nossa grafia atual, pode-
mos encontrar 0s seguintes numerais com linhas de simetria: 0, 3, 8. 9 36°
Da mesma forma, algumas palavras quando em letras maidsculas podem 10 39 70
exibir linhas de simetria, por exemplo:

m Simetria direita-esquerda:

o ATA Veja na FIGURA 10 o uso de um ponto como fonte e a facil observagao de
o 0OVO dois pontos-imagem. Podemos colocar em frente aos espelhos qualquer
o MATAM objeto pequeno, desde que nao dificulte a visualizacdao das imagens.

m Simetria topo-base:
o COCO
o BECO
o BIXO

Fspelhos e simetrias Guiado professor 5 / 12



O professor pode fazer um grafico na lousa como o da FIGURA 11,
que relaciona o nimero n de imagens em func¢do dos angulos « entre
os espelhos, variando de 30° a 130°. Trata-se de um grafico de uma fungao
constante por partes.
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Etapa 3 Qual é o poligono formado?

Nesta etapa vamos observar imagens de segmentos de retas em frente
aos dois espelhos planos com um dngulo agudo « entre eles. Devemos
observar um poligono cuja quantidade de lados depende do angulo de
abertura . A sugestao do experimento é apresentar os angulos que divi-
dem a volta completa, isto é, 360°, em angulos iguais, e, dessa forma,
o poligono resultante observado é regular, isto &, um poligono que tem
todos os angulos e lados iguais. Para isso, o uso do transferidor é neces-
sario. Veja a tabela:

Fspelhos e simetrias

n o4 poligono n2 de lados
10 32,7° undecagono 11

9 36° decagono 10

8 40° eneagono 9

7 45° octégono 8

6 51,4° heptagono 7

5 60° hexagono 6

4 72° pentagono 5

3 90° quadrado 4

2 120° triangulo 3

TABELA 2 Tabela para ser reproduzida no caderno.

Fechamento

A férmula geral que relaciona o angulo entre os espelhos e a quantidade
de imagens formadas é:
{360J
n=|—17-1
x

onde n é a quantidade de imagens e « & o angulo em graus entre
os espelhos.
A quantidade de lados 1, incluindo o segmento riscado e as suas ima-

gens, é dada por:
ey

x
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Observe que |360/,] deve representar o maior inteiro menor ou igual a
360/«, que € a divisdo entre a volta completa de 360° e 0 angulo « entre
os espelhos. Esse angulo «, por sua vez, deve ficar restrito entre 0° e meia
volta, isto &, 180°.

Usamos espelhos planos para familiarizar ou recordar os alunos dos
conceitos de simetria (de reflexdo) e também fornecer exemplos de relagoes
entre dois conjuntos: o dos angulos, que pode ser visto como um subcon-
junto dos nimeros reais, e o do nimero de imagens, que é um subconjunto
dos ndmeros naturais.

A existéncia ou auséncia de simetrias geométricas pode revelar carac-
teristicas fundamentais dos objetos. Por exemplo, os mamiferos de terra
seca tém simetria lateral, mas nao tém simetria entre a parte de cima e
a parte de baixo, pois a gravidade imp6e uma diferenca na diregao vertical.
Os mamiferos nao tém, tampouco, simetria entre a parte dorsal e ventral,
0 que pode ser entendido pela especializacdao ou vantagem no deslo-
camento em um sentido mais que em outro. Em geral, seres imdveis como
as arvores nao apresentam essa diferenca entre dorsal e frontal. O tronco
de uma arvore tem simetria proxima a simetria do circulo, ou seja, ndo é
possivel identificar o lado direito e esquerdo ou da frente e de trds de uma
arvore.

As propriedades de simetria por reflexao sao apenas uma parte do estudo
de transformacoes que preservam os comprimentos no plano. Ha tam-
bém a translacdo e a rotagdo. Na primeira etapa, exploramos um pouco
a reflexao, mas naovamos lidar com translagcao neste experimento, embora
abordaremos um pouco da rotacdo no plano. Fizemos isso na utilizacao
dos dois espelhos planos: percebemos algumas figuras planas compostas
pela fonte e suas imagens, com simetria de rotacao.

Fspelhos e simetrias

Sabemos que o poligono regulartem seus vértices em um circulo, como
é 0 caso do pentagono na FIGURA 12. Nesse caso, uma rotacao de 72° em
torno do centro do pentagono move os vértices A, B, C, D e E no sentido
da rotacdo, mas, se os vértices ndo fossem identificados, nao saberiamos
se 0 pentagono foi rodado ou nao.

Os poligonos regulares tém simetrias de rotagdo em torno de seu centro.
O triangulo equilatero tem simetria de rotacao de 120°; o quadrado, de 90°;
0 pentagono, de 72°; o hexagono, de 60° etc. A generalizagao é dbvia:
um poligono regular de | lados tem simetria de rotacao de 360°/1 em torno
de seu centro.

Ja a simetria de reflexdo de um poligono regular pode ser observada
quando colocamos um espelho na mediatriz de um dos lados ou em
uma das diagonais - veremos a imagem do meio poligono sobreposta
ao meio poligono que foi bloqueado pelo espelho.

Guia do professor  / / 12



Veja a FIGURA 13, em especial o tridngulo. Os vértices sdo ABC
(no sentido anti-horério). Sob uma rotacdo de 60°, terifamos um tridngulo
congruente ao original com os vértices CAB. Outra rotacdo de 60° nos daria
a sequéncia de vértices BCA. Trés rotagcdes de 60° colocam o poligono na
sua posicao original.

Poroutro lado, se trocassemos dois vértices e mantivéssemos um, terfa-
mos outros triangulos congruentes ao original com as seguintes sequéncias
de vértices: ACB, CBA, BAC.

Desta forma, hé seis sequéncias distintas de vértices que apresentam
triangulos congruentes entre si, a saber: ABC, CAB, BCA, ACB, CBA,
BAC. Essas seis configuracdes representam as simetrias do triangulo
equilatero, trés de rotacdo e trés de reflexao.

Veja o quadrado da FIGURA 13 com os vértices identificados por DEFG
(no sentido anti-horéario). Se fizermos uma, duas e trés rotacdoes de 90° em
torno do seu centro, teriamos os quadrados congruentes ao original com
os vértices GDEF, FGDE e EFGD respectivamente. Quatro rotagdes de
90° colocariam o quadrado na sua posi¢ao original.

As reflexdes pelas mediatrizes nos fornecem as seguintes sequéncias de
vértices: EDGF, DGFE, GFED e FEDG. De maneira parecida, as reflexdes

Fspelhos e simetrias

pelas diagonais nos fornecem, por exemplo, FEDG e DGFE, mas estes ja
foram obtidos anteriormente e portanto ndo sao independentes. Ao final
obtemos oito quadrados distintos pelos vértices mas congruentes ao
original.

As 21 simetrias dos demais poligonos regulares de 1 lados podem ser
obtidas de maneira similar e sao parte do grupo de simetrias denominado
diedral. Um caso limite é o do circulo, que tem simetria sob qualquer
rotacao em torno de seu eixo.

Aideia de simetria ndo precisa ficarrestrita a forma geométrica. Podemos
associar uma simetria a elementos de algum conjunto que, sob algum tipo
de transformacao ou operacao, tém alguma de suas medidas inalteradas.
Porexemplo, o grafico cartesiano da FIGURA 14 da fungdo hipérbole y = 1/x:
se trocarmos Y pelo x, teremos 0 mesmo grafico; da mesma forma, se tro-
carmos x por —x, e y por —y, o grafico, como um todo, também sera
0 mesmo.

Py

Ndo é objetivo desta atividade esgotar os assuntos de simetria.
No entanto, havendo interesse, o tema grupos de simetria ou grupos de
permutagdes pode render uma boa pesquisa.
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Variacoes

Ao invés de usar espelhos, pode ser utilizada dobradura em papel para
obter figuras refletidas. Assim, com uma folha em branco e um papel
carbono dobrados ao meio podem ser representadas figuras simétricas,
como mostrado nas FIGURAS 15, 16 e 17.

M® Espelhos e simetrias

Para representar a reflexao de um ponto com dois espelhos, basta
dobrar uma folha, com mostrado na FIGURA 18. Inicialmente deve ser feita
a dobra com o dngulo desejado (entre os espelhos).

Entdo, como na FIGURA 19, dobre uma das abas e coloque um papel carbono
dobrado no meio, com as faces que marcam para fora.
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Terminado o procedimento, retire os papéis carbono e abra a dobradura.
E possivel observar, entdo, trés pontos que s3o referentes as imagens
formadas quando se utilizam dois espelhos com um angulo 0 entre eles
(FIGURA 21).

Outra possibilidade que pode ser explorada é procurar por simetrias

A seguir, dobre a outra aba e coloque outro papel carbono dobrado, (de reflexao e de rotacao no plano) nos gréficos das fung¢des principais do
com as faces que marcam para fora. Feito isso, desenhe um ponto na parte Ensino Médio. A FIGURA 22, por exemplo, mostra uma parabola, y =xZ,
superior, como indicado na FIGURA 20. cujo eixo de simetria € o eixo y.

10 4
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