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Sinopse

Neste experimento, os alunos tentarao descobrir qual deve sera disposicao
de uma quantidade fixa de latas, de forma que o custo para embala-las seja
o menor possivel. Para solucionar este problema, eles deverao calcular a
quantidade de embalagem usando geometria plana.

Conteldos
Geometria Espacial: Problemas de Otimizag¢ao;
Geometria Plana: Areas e Perimetros.

Objetivo
Estudar area e comprimento de setores circulares através de um problema
de otimizacao.

Duracao
Uma aula dupla.



Introducao

A sociedade moderna ja se acostumou com bebidas e alimentos em
latas de formato cilindrico de tamanho apropriado para o uso individual.
As inddstrias entdo tém o desafio de transportar grandes quantidades de
latas. Para facilitar o transporte é comum pequenos fardos com vérias latas
e estas sdo transportadas em caminhdes e navios.

A matematica tem ferramentas interessantes para otimizar o empa-
cotamento de objetos. O problema mais simples envolve o agrupamento
de circulos de mesmo raio no plano. Este problema serve para 0s nossos
propésitos de agrupar latas cilindricas que tém como secao perpendicular
circulos.

Para os calculos deste guia a altura de cada lata ndao é um fator impor-
tante. O experimento calcula a area total da embalagem, mas para efeitos
de descobrir qual a configuracao de menor custo, basta calcularmos a area
da base. Desprezamos também a espessura do material que vai envolver
as latinhas.

Motivacao

Este problema tem o contexto muito interessante e importante de forma
que os alunos podem perceber a importancia de saber calcular a area de
figuras planas.

Neste experimento, os alunos irdo solucionar um problema de otimi-
zacgao que envolve a embalagem de latas: qual é a disposicao de uma quan-
tidade fixa de latas que fornece o menor custo possivel de embalagem?

E claro que as latinhas devem encostar umas as outras e ndo podem
ser amassadas. Em termos formais, os circulos ndo se sobrepdem, mas
ndo deve haver nem um circulo isolado (exceto o caso trivial de uma Gnica
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latinha). Além do mais o material de empacotamento adere ao contorno de
parte de uma latinha, mas ao passar de uma latinha para a outra o material
vai sair pela tangente de um circulo e chegar ao outro circulo também em
tangente. Estas condi¢des matematicas sao satisfeitas aproximadamente
no experimento pratico.

O experimento

Ftapa 1 Disposi¢ao das latas

Cada equipe deveréa criar trés disposicoes diferentes para o ndmero de lati-
nhas que decidiu embalar. Este nimero devera estar entre 3 e 12. Pra cada
quantidade os alunos devem imaginar trés embalagens distintas.

0 caso de uma (nica latinha é trivial. Os outros casos vamos ver abaixo
qual é a melhor disposi¢ao para minimizar o perimetro da embalagem
externa que empacota as latinhas.

Etapa 2 Verificacao da embalagem
de menor custo

Depois que forem definidas as formas de empacotamento das latas sera
preciso calcular a area total da superficie das embalagens escolhidas.

Este experimento considera que a embalagem pode fazer contorno em
torno das latas externas e é esticada entre uma e outra.

A embalagem de menor custo serd aquela de menor area total.

A primeira intuicao que se coloca é observar a configuragcao com maior
densidade de latinhas, isto & com o menor “espaco vago” possivel.

Considerando todas as latinhas de mesma altura H, o volume do pacote
com varias latinhas sera dado por V= A H onde Ay é a area da base.
Por sua vez, a area da base vai ser a area dos circulos das latinhas mais
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a area correspondente as regides vazias, digamos A.,. Considerando Q
latinhas no pacote, temos a area da base Ay, = QTERZ +Ay.

Vamos definir a densidade relativa p (r6) pela razdo entre o volume
das latinhas e o volume total do pacote

_ QnR?H QmR? 1

ApH QmRZ2+A, 14+ Q/:(‘]}QZ

Dai concluimos que a maior densidade sera obtida pela menor razao
Av/(QmR2).

Vamos ver que, com esta configuracao na qual todas as latinhas tém o
mesmo raio e mesma altura e sao colocadas lado a lado, e ndo uma sobre
a outra, e sem sobras, a maior densidade nao é suficiente para garantir a
menor area da embalagem externa.

O objetivo deste experimento é encontrar uma configuracao que tenha
a menor area total da embalagem possivel. Considere p o perimetro da
embalagem. Entdo a area total € At =2Ay +pH.

O custo efetivo da embalagem pode ser medida pela razao entre a area
total AT e aquantidade de latinhas Q. Vamos denotar por 1 (éta) esta area
por latinha

2
_Ar_2Ap+pH _2QuRZ4Ay) _, po 2Av+pH
Q Q Q Q

Assim, os desafios do experimento sdo os calculos das areas vazias A,
e dos perimetro externo p.

No caso trivial de uma latinha, a densidade relativa é p = 1e area por
latinha é 1 = 2mtR? 4+ 2iRH = 2R (R + H).

Vamos considerar, como no experimento, as medidas R=3,5cm e
H=12,5cm.
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Duas latas
0 caso de duas latinhas é simples e s6 tem uma configuragdo possivel.
Basta observar dois circulos que se tocam, de mesmo raio R, e o quadrado
de lado 2R.
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FIG. 1 Dois circulos em contato.

H4a duas regides vazias e a sua area é dada pela diferenca entre a area
do quadrado 4R e a area dos dois semicirculos 7tR2.

Vamos denotar por A 4. o valor desta area vazia limitada por dois arcos e
um segmento de reta A 4. = (4 —m)R?/2.

Assim A, =2A 4.. O perimetro da embalagem é composto pelos dois
semiarcos de circulos e os dois segmentos de reta que unem os pontos
tangentes entre os circulos. Cada segmento de reta tem comprimento 2R.
Assim p = 2mtR+4R.
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E a densidade relativa para este empacotamento de duas latinhas é

1 1 27

— Ay — A 5 =
T+ QmR2 1+ (4_m)R” 277:])3]2 (7r+4)

Y

que é aproximadamente 0, 88. E area por latinha é

_ 2
ne2nR2 4 AVEPH ) po 24— mR® 4 (R4 27R)H
Q 2

= (m+4)R?+ (2+m)RH

que vale aproximadamente 277,4cm?.

Trés latas FIG. 2 Trés circulos em contato.

No caso de trés latinhas podemos perceber pelo menos duas possibili-

dades. No caso das 3 latas em forma triangular equilatera temos os trés espacos
No caso das trés latinhas alinhas, ha dois pares de espacos vazios de vazios externos e um interno. Para calcular a area da regido vazia interna,
area A 4. cada uma e o perimetro € p =2nR+8R. Assim a densidade incluimos o tridngulo equilatero de lado 2R com os vértices nos centros
relativa é dada por dos circulos como na ilustracao. A area deste tridangulo equilatero é V/3R?
37R2 3 e nele estdo contidos trés fatias de 1/6 de circulos. A drea destas trés fatias
p= 3R2 1 2(4 R2 = p—— é a area de um semicirculo, isto &, 7'[R2/2.
i —T
que é aproximadamente 0,85; e a area por latinha é Assim, a regido interna limitada pelos trés arcos de circulo tem area
2A, +pH 4(4 —m)R? + (8R+27R)H Ac = (V3—1/2)R2
ne gt P PR g HA IR (R4 2TRIN o=(V3=2) |
= ;r R? + J; RH
Portanto a area das regides vazias, € a soma A. +3A 4., ou melhor
que é aproximadamente 299, 3 cm?. Ay =3(4—m)R?/2 = (64 /3 — 2m1)R% e desta forma a densidade relativa

é dada por

37tR? B 37t
(3n+6+v3—2m)RZ  (64+3+7)
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que é aproximadamente 0,87. O perimetro p = 2R+ 6R e portanto a area
por latinha é

2A, +pH
Q

que é aproximadamente 267,9 cm?.

1 =2nR* + = 3R((m+6+3) R+ (m+3)H)

Concluimos que a configuragdo triangular vai ser a mais econémica, em
termos de embalagem, para o empacotamento de trés latinhas pois a densi-
dade relativa é a maior e a area por latinha é a menor.

Quatro latas
Vamos analisar duas configura¢des, a quadrada e a intercalada no estilo
da triangular anterior.

A configuracdo quadrada (vide FIGURA 3) possui quatro espagos vazios
de drea A 4. cada uma e um espago vazio interno equivalente a duas vezes
aarea A 4.. Assim o fechamento da embalagem vai ter uma regido vazia cuja
areadabasevale A,, = 6A 4. O perimetro p = 2R + 8R. Substituindo na
densidade e na area efetiva, temos

p=Aen=3((m+12)R+(n+4)H)

que valem aproximadamente 0,83 e 248,9 cm?, respectivamente.
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FIG. 3 Quatro circulos em configuragdo
quadrada.

A configuragao triangular (vide ilustracao a seguir) possui quatro espa-
¢os vazios de area A 4. cada uma e dois espag¢os vazios internos de area
A cada uma. Assim o fechamento da embalagem vai ter uma regiao vazia
cuja area da base vale A, =4A 4. +2A.. O perimetro vai ser o mesmo
p = 27tR 4 8R. Substituindo na densidade e na area efetiva, temos

B 47t .
P st "

que valem aproximadamente 0,86 e 245,7 cm?, respectivamente.

=2 ((m+8+2V3)R+(n+4)H)

Guia do professor 5 / 10



Q!
o

FIG. & 4 circulos em contato. 3 em 3 em formagdo
triangular.

Destas duas configuracdes, a formacao triangular é a mais eficiente
tanto por ter maior densidade relativa quanto consumir embalagem para
0 empacotamento.

Seis latas
Disposicao 1: As latinhas foram dispostas em formag¢ao quadrada.

FIG.5 6 circulos em formacdo quadrada.
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FIG. 6 6 circulos em formacao quadrada.

A area das regides vazias é a soma de dez vezes A 4. e a densidade
relativa desta disposicao é
67 67

6mt+5(4—m)  m+20

p:
e a area efetiva é
n=%((m+20)R+ (+6)H)

que valem aproximadamente 0,81e 227,8cm?, respectivamente.
Considerando a disposicao 2: As latinhas foram dispostas conforme
a FIGURA 7.

FIG. 7 6 circulos em formagado triangular.

A area das regides vazias é a soma de seis vezes A 4. mais quatro vezes
A, e o perimetro é p =2mR+12R. Assim a densidade relativa desta
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disposicao é
B 67T B 67t
P 6r+3(4—m)+4(V3—%) m+12+4V3

a area efetiva é
=8 ((m+124+4V3) + (n+6)H)

que valem aproximadamente 0,85 e 223 4cm?, respectivamente.
Considerando a disposicao 3: As latinhas foram dispostas conforme
a FIGURA 8.

FIG. 8 6 circulos em formacao triangular 3 a 3.

A area das regides vazias é a soma de seis vezes A 4. mais quatro vezes
A, e o perimetro é p =2nR+ 12R.

Assim a densidade relativa e a area efetiva das disposi¢des 2 e 3 de seis
latinhas sdao as mesmas e sao melhores do que as da disposicao 1 que é
quadrada.

Sete latas

Vamos mostrar apenas o caso hexagonal, isto &, uma central e seis latas
em contato exato, como na FIGURA 9. Se os centros dos circulos externos
forem conectados por segmentos de reta, teremos um hexagono regular
de lado 2R. Pode-se mostrar que, para sete latas, esta é a disposicdao mais
econdmica em termos de embalagem e de densidade relativa.
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FIG. 9 7 circulos em formagdo triangular 3 a 3 ou
formacdo hexagonal externa
A area das regides vazias é a soma de seis vezes A 4. mais seis vezes

A, e o perimetro é p=2nR+12R. Assim a densidade relativa desta
disposicao é

7T

P i 1246v3
a area efetiva é

n=2R ((m+12+6V3) R+ (n+6)H)

que valem aproximadamente 0,86 e 203, 6cm?, respectivamente.

Mais que sete latas
A estratégia é minimizar as areas vazias da base e o perimetro. Pode-se
mostrar que, para configuracdes planas, isto é, sem considerar latas sob
latas, minimizamos as areas vazias se preenchermos o plano na forma
triangular basica. A forma quadrada ndo é 6tima neste contexto.

Por outro lado, ter o menor perimetro para uma dada area é analogo
a ter a maior area para determinado perimetro. Podemos mencionar (sem
demonstrar) trés teoremas importantes para este problema.
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. De todos os poligonos de mesmo perimetro, os regulares sao 0os que pos-
suem a maior area.

. Os poligonos regulares de mesmo perimetro tém o valor da area tao maior
quanto for o nimero de lados.

. Ocirculo é a figura plana de maior area, para um determinado perimetro.

Estes teoremas servem de sugestdao para as melhores disposi¢des.
Para evitar colocar muitas ilustracdes, vamos pensar nas disposicoes em
latas por fileiras, mas sempre na disposicao triangular basica de encaixe.

Assim o caso das seis latas verificamos que a disposicdo 6 =3+ 2+ 1
é equivalente a disposicdo 6 =3+3. Com este recurso podemos
considerar:

Oito latas. Podemos pensar na disposicdo linear, 4+4, 4+3+1 ou
14343+ 1. Nenhuma delas permite uma disposi¢ao regular. Qual é a
melhor?

Nove latas. Sugerimos avaliar o caso 343+ 3 em disposi¢do triangular
como na disposi¢ao 3 do caso de seis latas. Pode-se comparar com 0 caso
14+2434+2+1.

Dez latas. Esta quantidade de latas permite uma configuracao triangular
equilatera. Basta encaixar as latas na disposicao 4 +3+2+ 1.

Onze latas. Podemos explorar as configura¢des a partir do caso 6timo
das sete latas, mas nenhuma permite uma disposicdo regular. Qual é a
melhor?

Doze latas. Este caso é relevante pois é uma quantidade padrao de empaco-
tamento. Com base no que aprendemos com seis latas, a configuracao para
avaliaréa3+3+3+3, que é equivalente a4 +4 + 4.

Fmpacotamento de latas

Fechamento

Vimos que para efeito de empacotamento, algumas disposi¢des vao ser
mais econ6micas em termos de area total da embalagem.

Convém observar que os nimeros conhecidos como ndmeros triangu-
lares permitem disposicoes de latas com as melhores disposicoes.

Os nmeros triangulares sao 1, 3, 6, 10, 15 e sdo definidos como a quan-

tidade de combinagdes de n+ lobjetos podem ser feitas dois a dois, isto &,
n-(n+1)
——

Curiosidade

A ABRE — Associacao Brasileira de Embalagem por meio de seu Comité
de Meio Ambiente e Sustentabilidade assumiu o desafio de desenvolver
as diretrizes de sustentabilidade para a cadeia produtiva de embalagens
e bens de consumo. Ela orienta que a embalagem deve ser desenvolvida
observando-se os seguintes aspectos: aspectos técnicos, producao, fun-
cionalidade; aspectos regulatérios, legislacao e certificagdes; aspectos
estéticos; aspectos mercadolégicos e econdmicos; aspectos ambientais,
que devem estar alinhados ao conceito fundamental dos 3Rs — Reduzir,
Reutilizar e Reciclar.
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Variacoes

Considerar o empacotamento de esferas de mesmo raio. Por exemplo,
laranjas de mesmo tamanho.

Em 1649, Newton entrou numa disputa com outro cientista britanico,
Gregory, para resolver o que ficou conhecido como o problema oscular
(do beijo ou do contato). Entende-se por 6sculo ou beijo o contato entre
bolas de bilhar ou sinuca ou equivalentemente, o agrupamento de balas de
canhao de forma que todas as hipotéticas esferas de mesmo raio estejam
em contato duas a duas e uma esfera central toque em todas as esferas ao
seu redor.

O problema oscular em duas dimensdes ja apareceu neste GUIA no
empacotamento de 7 latas. Nesta configuracdo hexagonal todos os 6 cir-
culos externos tocam o circulo interno.

O problema que atormentou Newton e Gregory foi o de considerar esfe-
ras no espaco tridimensional. Quantas esferas (eles estavam pensando
em estrelas esféricas) poderiam tocar uma esfera central? Newton argu-
mentava que deveriam ser 12 e Gregory conjecturou que poderiam ser 13.
A experiéncia ficou ao lado de Newton, mas a demonstracdao matematica
definitiva s6 aconteceu em 1953, mais de trés séculos depois.

Fmpacotamento de [atas

FIG. 9 Nimero de Newton: Considerando 13
esferas de mesmo raio, é possivel arranja-las

de forma que todas as 12 toquem a esfera
central.

Assim, o empacotamento ideal de esferas de mesmo raios teria 13 esferas
arranjadas como na ilustracao acima.
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