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Objetivos da unidade
1. Obter padroes geométricos em uma malha quadriculada a partir

de regras algébricas;
2. Familiarizar o aluno com o conceito de vetores no plano.
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Sinopse

Trabalhando em grupo, os alunos deverao construir figuras em papel
quadriculado a partir de sequéncias de comandos. Cabera ao professor
relacionar as figuras com as constru¢des vetoriais, cujas propriedades
e definicao podem ser explicadas matematicamente.

Conteddos
Geometria Analitica: Rota¢des, Transla¢oes e Vetores.

Objetivos

. Obter padrdes geométricos em uma malha quadriculada a partir de regras

algébricas;

. Familiarizar o aluno com o conceito de vetores no plano.

Duracao
Duas aulas.



Introducao

Neste experimento os alunos sao instruidos a fazer algumas transforma-
¢des no plano: as translacdes e rotagdes. Para isso usamos o papel quadri-
culado, porsimplicidade, de forma que as transla¢des acontecam ao longo
dos riscos, em nimeros inteiros de deslocamento; e as rotacdes de 90°,
em sentido horario. Os desenhos formados pelo trajeto sao simples, mas
bonitos, e ainda assim fornecem desafios de concentra¢do e oportunidades
de explorar conceitos de vetores e de divisibilidade.

Um dos grandes matematicos do século XX, G. Hardy, referiu-se a um
matematico da seguinte forma:

Um matematico, como um escritor ou um poeta, € um criador de padroes.
Se os padrdes do primeiro sao mais permanentes do que os do segundo,
é porque sdo feitos de ideias.

Esta atividade mostra, de maneira simples, como fazer alguns padroes no
plano quadriculado.

Padroes no plano

Motivacao

0 experimento tem um apelo lldico logo no inicio: permite que os alunos
facam hip6teses sobre o que vai acontecer e verifiquem suas hipéteses.
A cada desenho que surge, novas hip6teses podem ser feitas e testadas
e, como subproduto, os padrdes obtidos no plano tém apelo artistico
com representacoes historicas.

Veja a FIGURA 1a seguir, em que o padrdo da sequéncia de passos (1,2, 3),
com as rotacdes de 90° em sentido horario a cada translado, aparece ap6s
algumas repeticdes. As figuras podem ser coloridas, com cores a escolha
dos participantes.
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FIG. 1 Padrdo da sequéncia (1, 2, 3)
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O experimento

Comentarios iniciais

Eimportante chamara atencdo dos alunos para que sigam com cuidado os
comandos, que nao sao dificeis, mas exigem concentracao nas rotagdes.
Alguns alunos preferem imaginar o trajeto feito por uma formiga imaginaria
que deve virar a direita ao final de cada translacao, outros alunos preferem
avisualizacdo da rotacao como a dos ponteiros de um relégio, no sentido
horario.

Para construir as figuras serao dadas sequéncias de comandos, repre-
sentados por ndmeros naturais. Cada nimero representa a quantidade
de quadradinhos que devera ser percorrida no papel quadriculado ao longo
do tracejado, isto é, uma translagdo. Entre uma translagao e outra, devemos
efetuar uma rotacao de 90° em sentido horario. Deste modo, serdo quatro
os sentidos para o deslocamento: direita (), esquerda (s-), para baixo
(.4) e para cima ().

Para iniciar a construcao da figura, devemos partir de um dos vértices
dos quadrados do papel quadriculado e executar os comandos. Quando
terminamos a sequéncia de transla¢des, devemos repeti-la do ponto onde
estivermos, até que ela recomece do ponto inicial e os tragos, se continu-
asse o procedimento, se sobreporiam aos tragos ja desenhados. Ou entdo
paramos ao perceber que os tragos nunca seriam sobrepostos e a figura se
estenderia indefinidamente.

0 exemplo mais simples possivel é a repeticao da translacao de uma
unidade seguida da rotacdo de 90°, denotado simplesmente por (1).
O paréntese é para indicar que o procedimento deve ser repetido. A figura
resultante € um quadradinho de lado 1 no papel quadriculado.

As figuras apresentadas a seguir foram produzidas usando o software
gratuito SUPERLOGO 3.0.

Padroes no plano

Etapa 1 Desenhos propostos

As sequéncias propostas nesta etapa do experimento sdo: (3, 4), que é
um retangulo de lados 3 e 4, e as demais sequéncias sdo as seguintes:
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FIG. 2 Padrdo da sequéncia (1,2,3,2,1)
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FIG. 3 Padrdo da sequéncia (2,1,3,5,4,6,8)
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Ftapa 2 Desenhos propostos

Nesta etapa os alunos devem ser estimulados a inventar uma sequéncia
e fazer o respectivo desenho. Por exemplo, a sequéncia de impares e pares
(1,3,5,7,9,2,4,6,8) gera a seguinte figura:

FIG. 4 Padrdo da sequéncia (1,3,5,7,1) I

FIG. 6 Padrdo da sequéncia (1,3,5,7,9,2, 4,6, 8)

FIG. 5 Padrdo da sequéncia (1,2, 3, 4) que
ndo fecha.
Questdo para os alunos

Por que algumas figuras se fecham e outras nao?
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Observe com os alunos que, apds:
quatro rotacdes de 90°, recuperamos o sentido inicial;
duas rotacoes de 90°, estaremos no sentido oposto ao inicial.

Assim, para a figura se fechar, devemos garantir que o sentido inicial
sejarecuperado e que os deslocamentos em cada um dos quatro sentidos
(cima, baixo, direita e esquerda) se anulem.

Para ndo confundir os alunos, vamos nos restringir as translacdes
positivas e nao nulas.

Por exemplo, a sequéncia (1,3,5,7,9,2,4,6,8) que apés quatro
repeticdes gera a FIGURA 6 tem 0s seguintes deslocamentos:
para a direita: 1,9,8,7,6,5,4,3,2;
para a esquerda: 5,4,3,2,1,9,8,7,6;
paracima: 7,6,5,4,3,2,1,9,8;
para baixo: 3,2,1,9,8,7,6,5, 4.

Assim, vemos que a quantidade total de deslocamentos em cada sentido
sdo exatamente iguais. A diferenca esta na ordem das translagoes.

Note que este exemplo tem nove digitos, os quais representam os deslo-
camentos distintos da sequéncia proposta. Esses nove deslocamentos
multiplicados pelas quatro rotagdes necessarias para retornar o mesmo
sentido inicial vao nos fornecer o total de 36 translagdes para a figura voltar
ao seu ponto original.

Vamos propor o seguinte teorema:

Teorema

Se a quantidade de deslocamentos da sequéncia original nao for maltipla
de quatro, entdo sempre teremos uma figura fechada.

Considere com os alunos o teorema anterior e facam algumas verifi-
cacgoes.

Padroes no plano

Curiosidade

Ademonstragdo do Teorema pode ser feita com 0s seguintes argumentos.
Vamos chamar de SOn4 a sequéncia original que tem a quantidade de
deslocamentos nao mdltipla de quatro.

Sabemos que um ndmero natural nao mdaltiplo de quatro ao ser dividido
por quatro deixa resto ndo nulo que pode ser1, 2 ou 3.

Sabemos também que uma quantidade de rotacdes de 90° multiplas
de quatro em um plano retorna o sentido original do deslocamento.

Ndo vai sero caso da SOn4, isto &, ao final da SOn4 o sentido do deslo-
camento ndo é o original. Ao repetir a SOn4 a partir deste ponto, teremos
outro sentido e assim sucessivamente até que a quantidade de repeti¢des
vezes o resto da divisao por quatro seja um mdltiplo de quatro. Resta mos-
trar que, neste ponto, o deslocamento efetivo é nulo. A a figura se fecha.

Agora vejamos o caso do experimento que ndo fechou (1,2,3, 4). Vemos
que na direcdo esquerda-direita, hd uma sobra: 3 — 1 = 2. Igualmente
na direcdo cima-baixo a diferenca ndo é nula: 4 — 2 = 2. A repeticdo da
sequéncia vai fazer estas sobras aumentarem. Porisso a figura se desloca
indefinitivamente para esquerda e para cima.

Vamos ver um caso de oito translac¢des iniciais (1,2, 3, 4, 4,3, 2,1). Mas
este caso esta clara a ida e a volta. O deslocamento total é nulo e basta
uma sequéncia.

Em outra sequéncia de oito translac¢oes inicias (1,2, 3, 4,5, 6,7, 8) tere-
mos os seguintes saldos, em uma direcdo e outra:

1-3+5-T=—4
2—446-8=—4

E neste caso a figura teria um deslocamento efetivo indefinido para
direita e pra baixo, pois ao final de oito rota¢des voltamos ao sentido
inicial, mas temos saldo de deslocamentos que tende a se acumular e nao
se cancelar.

Assim, podemos ver que, dependendo dos saldos efetivos, os movi-
mentos que tenham como quantidade de sequéncias iniciais miltiplos
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de quatro devem ter cancelamento nas dire¢des perpendiculares para que
a figura seja fechada. Caso contrario, o padrao obtido no plano quadri-
culado é de uma figura aberta sem fim.

Curiosidade

Considere todos os nds e vértices das figuras fechadas. Os vértices sao as
quinas das figuras de onde saem duas arestas. 0s n6s sao os cruzamentos
das transla¢des, de onde saem quatro arestas, no nosso caso. Conte
quantos nés e vértices, e registre-os na variavel V/, conte também quantas
arestas e registre-as na variavel A. Os padrdes fechados que obtemos tém
algumas regides, inclusive o dentro e fora. Conte quantas regides as figuras
fechadas tém e registre na variavel R.

Teorema

Esse teorema, que ndo demonstramos aqui, segue da famosa férmula de
Euler para grafos planos. Um teorema muito similar aparece no estudo dos
s6lidos convexos.

Proposta de fechamento

Como apresentado no experimento, promova a troca e a discussao dos
padrdes que cada grupo inventou. Mostre as simetrias, as alternancias,
0s cruzamentos, 0s nés, os vértices e as regides formadas. Tudo obtido
a partir de regras de translacao e rotacao.

O professor pode representar o deslocamento através das proprie-
dades de vetores decompostos no plano cartesiano. Assim, por exemplo,

Padroes no plano

0s primeiros passos da sequéncia (1, 2, 3) pode ser escrita como a seguinte
soma:

V =(1,0) + (0, —-2) + (—3,0)

Podemos somar os vetores individuais nas direcdes perpendiculares
e obter V' = (—2, —2). Assim, tendo tempo suficiente, os alunos podem
voltar aos seus desenhos e introduzir setas para indicar os sentidos
dastranslacdes e, a cada final da sequéncia original, desenhar o segmento
orientado que representa o vetor.
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FIG. 7 Sequéncia (1, 2, 3) com representagées vetoriais

Arepresentacao vetorial dos deslocamento pode ser feita em todos os dese-
nhos, nos passos intermediarios. Note que os vetores de deslocamento
efetivo de cada sequéncia, em azul, formam um quadrado. Isto vai acon-
tecer em todas as figuras fechadas?
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Variacoes

No experimento, usamos as rotacdes de 90° para facilitar o desenho,
especialmente no papel quadriculado. Contudo, se tivermos outro valor
da rotacdo que divida os 360° em um ndmero inteiro, podemos obter
padrdes interessantes também. Por exemplo, se as rotagdes forem de 60°,
a sequéncia (1), gera um tridngulo equilatero de lado 1. A sequéncia (1,2)
gera um poligono fechado, ndo regular, de seis lados. A sequéncia (1, 2, 3),
também. Ja a sequéncia (1,2, 3, 4) gera a figura abaixo:

FIG. 8 Padrdo da sequéncia (1, 2, 3, 4) com rotagées de 60°

Padroes no plano

Agora, precisamos de seis rota¢des de 60° para voltar ao sentido inicial.
E, de maneira similar ao desenvolvido no experimento, podemos propor
0 seguinte teorema: todas as sequéncias que ndo sao miltiplas de seis
geram figuras fechadas.

Notem também que a relacdo de Euler vale. No exemplo da FIGURA 8
com rotacoes de 60°, temos:
12 vérticese 3 nds. V' = 15.
18 arestas. A = 18.
5 regides. R = 5.

Portanto:

V4+R=A+2
Os padroes com rotagdes que nao sejam de 90° sdao mais facilmente
obtidos com a ajuda do computador usando, por exemplo, o SuperLogo 3.0.

0 padrao obtido acima usou o seguinte comando:
repita 3 [pd 60 pf 50 pd 60 pf 100 pd 60 pf 150 pd 60 pf 200].

Bibliografia

BOAVENTURA NETTO, P.. Teoria e Modelos de Grafo. S3o Paulo: Editora
Edgard Bliicher, pg 143, 1979.

BARBOSA, R. M. Descobrindo padroes em mosaicos. Sdo Paulo: Editora
Atual, 1993.

IMENES, L. M, LELLIS, M. Geometria dos Mosaicos. Sao Paulo: Editora
Scipione, 2002.

HARDY, G. H. Apologia de um Matematico. Lisboa: Editora Gradiva, 2007.

Guia do professor /' / 8



Ficha técnica

&

Matematica Multimidia

AUTOR
Samuel Rocha de Oliveira

REVISORES

Matematica

Antoénio Carlos Patrocinio
Lingua Portuguesa
Carolina Bonturi
Pedagogia

Angela Soligo

AVALIADORES
Pedagogia
Celi Aparecida Espasandin Lopes

PROJETO GRAFICO
E ILUSTRACOES TECNICAS
Preface Design

FUNDO NACIONAL
DE DESENVOLVIMENTO

DA EDUCACAO

"
Y

UNICAMP

Secretaria de
Educacao a Distancia

UNIVERSIDADE ESTADUAL
DE CAMPINAS

Reitor

José Tadeu Jorge
Vice-Reitor

Fernando Ferreira da Costa

GRUPO GESTOR

DE PROJETOS EDUCACIONAIS
(GGPE — UNICAMP)
Coordenador

Fernando Arantes

Gerente Executiva

Miriam C. C. de Oliveira

MATEMATICA MULTIMIDIA
Coordenador Geral

Samuel Rocha de Oliveira
Coordenador de Experimentos
Leonardo Barichello

INSTITUTO DE MATEMATICA,
ESTATiSTICA E COMPUTACAO
CIENTiFICA (IMECC — UNICAMP)
Diretor

Jayme Vaz r.

Vice-Diretor

Edmundo Capelas de Oliveira

LICENGA Esta obrd est4 licenciada sob uma licenca Creative Commons @@

Ministério da

Ciéncia e Tecnologia

Ministério
daEducagéo UM PAIiS DE TODOS

B: L

GOVERNO FEDERAL



