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Software

Janelas em arco ferradura

Objetivos da unidade

1. Despertar a percepcao da variagao de valores da funcao de
uma variavel;

2. Modelar matematicamente uma situacao por meio de uma funcao,
determinando restricdes de seu dominio;

3. Investigar o comportamento de uma fungao polinomial do segundo
grau — seus valores maximos e minimos.

REQUISITOS DE SOFTWARE Navegador moderno (Internet Explorer 7.0+ ou Firefox 3.0+), Adobe Flash

\\"}' Player 9.0+ e maquina Java 1.5+.
L |

RESTRICOES DE ACESSIBILIDADE Este software ndo possui recurso nativo de alto contraste nem

\
(.o\' : possibilita navegacgdo plena por teclado.
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Sinopse

Este software ilustra um processo de otimizacao, utilizando polindmios do
segundo grau. Considerada uma situagao hipotética, o objetivo é encontrar,
dentre as janelas com um determinado formato e de perimetro fixo, aquela
qgue tem a maior area. O formato aqui proposto para serinvestigado é o de
janelas com base retangular e topo em forma de arco ferradura. A area
dessasjanelas pode serestabelecida como uma func¢ao que é um polindmio
do segundo grau com dominio restrito. O caminho de investiga¢ao proposto
parte da percepgao visual dos valores através de graficos dinamicos e induz
ao “modelamento” do problema por fungoes.

Conteddos
Fun¢des: Fun¢ao quadratica;

Geometria: perimetro, area de figuras planas.

Objetivos

. Despertar a percepgao da variacao de valores da fun¢do de uma variavel;
. Modelar matematicamente uma situacao por meio de uma funcao,

determinando restricdes de seu dominio;

. Investigar o comportamento de uma fungao polinomial do segundo grau

— seus valores maximos e minimos.

Duracao
Uma aula dupla.

Recomendacao de uso
Sugerimos que o software seja utilizado em duplas.

Material relacionado
Experimentos: Qual é o prisma de maior volume?, Poligonos e Circulos;

| |
m Video: A Lenda de Dido;

Softwares: Otimiza¢do de Janelas, Otimizacao de Janelas com Topo Trian-
gular e Janelas em Arco Romano.



Introducao

No dia a dia, € muito comum encontrar problemas que exigem otimizacao.
Por exemplo, numa fabrica estamos sempre interessados em minimizar
o tempo de producao e maximizar o lucro. Do ponto de vista da matematica,
a otimizacdo equivale em geral a procurar valores maximos e minimos de
uma funcao. Neste software, vocé tera a oportunidade de realizar ativi-
dades que ilustram um processo de otimizag¢ao, utilizando polinémios do
segundo grau. No caso de uma janela, uma maioriluminacao esta vinculada
a uma maior area. Nos problemas aqui propostos vamos considerar uma
situacado hipotética na qual, a partir da medida do contorno fixo, procu-
ramos qual € a janela que tem a maior area.

Problemas dessa natureza sao denominados isoperimétricos e sempre
estiveram presentes na histéria da matematica.

Outros trés softwares, OTIMIZACAO DE JANELAS e OTIMIZAGCAO DE JANELAS
CcoM ToPO TRIANGULAR € JANELAS EM ARCO ROMANO, tratam de problemas
semelhantes aos desenvolvidos neste.

Janelas em arco ferradura



O software

Estrutura do software

O software Janelas em Arco Ferradura é composto por uma atividade e
um desafio.

TELA 1 Mapa do software.

ATIVIDADE
1 Arco ferradura

O problema aqui apresentado é o de otimizacao para janelas com topo em
arco ferradura.

Esta atividade é dividida em quatro partes, além de uma PARTE C final
com comentarios sobre as dimensdes das janelas 6timas encontradas
na ATIVIDADE 1.

Na PARTE 1 é apresentada uma animagao que ilustra a construcao geo-
métrica de um arco ferradura e sao solicitados dngulos envolvidos nessa
construcgao.
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TELA 2

As questdes da PARTE 2 dirigem o aluno, passo a passo, para a descricao
do perimetro da janela em funcao da medida da base e da altura do retan-
gulo. Solicita-se também, a partir do valor fixo do perimetro, 400 cm, que
se determine a expressao da altura do retangulo em func¢do da base, a qual
sera utilizada na PARTE 3.

As questdes da PARTE 3 partem da decomposicao da figura da janela
em elementos geométricos mais simples (setores circulares, tridangulos
e retdngulos) parainduziro aluno a descri¢do da area da janela como uma
funcdo quadratica em termos da medida da base do retangulo. Sugerimos
que o professor solicite ao aluno que anote no caderno a expressao obtida
para a area, com o objetivo de analisa-la em sala numa aula posterior
(ver a secdo FECHAMENTO deste guia).

Janelas em arco ferradura



Na PARTE 4 o aluno é convidado inicialmente a visualizar o grafico
da fungdo para a area que obteve na parte 3 e observar a restricdo do
dominio dessa func3o. E solicitado entdo (Questdes 6A e 6B) a determinar
porinspecdo o valor aproximado da drea maxima e a medida da base que
determina esse valor maximo. Sugerimos que o professor solicite ao aluno
que anote no caderno a medida da base que proporciona a maior area
e o valor dessa area, de modo que estes possam ser analisados em sala
numa aula posterior (ver a se¢cdo FECHAMENTO deste guia). Na Questdo 7A
é solicitado o valor numérico aproximado da altura total da janela 6tima.
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A parte C apresenta comentarios sobre as propor¢des “estranhas” da
janela 6tima obtida, os quais oferecem uma motivacdo para a atividade do

desafi

0, que aborda outras janelas em arco ferradura.

TELA 4 Janela arco ferradura com perimetro igual a 400 cm e drea mdxima.

Janelas em arco ferradura



) ATIVIDADE
Desafio

No DESAFIO 0 aluno é convidado a considerar outras janelas em arco ferra-
dura, variando o angulo de abrangéncia dos arcos. Nas janelas conside-
radas na ATIVIDADE 1 0s arcos eram fixos em 30°. A partir da escolha dos
angulos (aqui esta ilustrado um dngulo de 80°), o aluno devera, seguindo
passos andlogos aos da ATIVIDADE 1, determinar na QUESTAO 1do caderno
as dimensoes da janela de drea maxima.

Na QUESTAO 2 o aluno é solicitado a escolher um angulo comple-
mentar ao escolhido na QUESTAO 1, repetir o procedimento e comparar os
resultados.

Naturalmente, para resolver as questdes do desafio serd necessario,
como abordagem geral, maximizar fun¢des quadraticas, como é proposto
no FECHAMENTO.
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Fechamento

Recomendamos que o fechamento seja feito, por exemplo, na aula seguinte
ao uso deste software.

Atividade 1

E importante relacionar o trabalho dos alunos na ATIVIDADE 1 com o con-
teddo usual sobre fun¢des quadraticas abordado até o ensino médio.
Naturalmente o resultado fundamental aqui é o que estabelece o valor
méaximo de uma fun¢do quadratica e a associacao deste ao vértice da para-
bola que descreve o grafico da funcao.

Valor mdaximo de uma fun¢do quadrdtica

0 valor maximo de uma funcdo quadratica, f(x) = ax?+bx+c,coma, b
e ¢ nlmeros reais fixos, a < 0 e x variando nos reais, é ¢ — (v%/4a), o qual
é assumido para x igual —b/2a.

Como é conhecido, esse resultado pode ser justificado a partir da
seguinte igualdade: f(x) = ax? + bx+c = a(b+b/2a)* +b (v?/4q).

Como a é negativo, essa (ltima expressdo assume seu valor maximo
quando (x + b/Za)2 se anula, ou seja, quando x = —b/2a.

No grafico da fun¢ao acima, que é uma parabola voltada para baixo,
oponto V= (—b/2a,c (b?/4a))é o vértice.

Nossa sugestao para o fechamento da ATIVIDADE 1 é que cada aluno,
partindo da expressao para a area obtida na PARTE 3 da atividade, encon-
tre o valor maximo utilizando o resultado acima e o compare com o valor
aproximado obtido visualmente na PARTE 4.

Se o professor preferir, podera trabalhar em sala com a expressao exata
para a area da janela em arco ferradura da ATIVIDADE 1:

1
32 m 1)\ ,
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Desafio
A seguir vamos comentar as questdes do desafio sugeridas para serem
respondidas no caderno.

Desafio - Questao para o caderno: 1A

Escolha ovalor que desejar para o angulo que determina 0s arcos menores
e, com base nesse valor, calcule as medidas da janela com area méaxima
e perimetro iguala 400 cm.

Desafio — Questdo para o caderno: 2A

Faca o mesmo para a janela gerada a partir do angulo complementarao que
vocé escolheu na questdo anterior. Ha alguma relacao entre as medidas
dessas duas janelas?

Para resolver estas questdes serdo necessarias a abordagem geral
acima referida, a maximizacao de funcdes quadraticas, e a deduc¢ao da
expressao para a area a partir da decomposicao da figura da janela em
partes mais simples.

A expressao para a area da janela em arco ferradura, quando um angulo
arbitrario « dado em graus é escolhido, pode ser obtida somando-se
as areas:

i. do semicirculo;

ii. de quatro setores circulares do angulo «;

iii. de dois tridngulos que tém por base 2cos(90—o)3 e por altura
sen (90 —ot) 5;

iv. do retangulo de base x e altura h, onde

msn-n(3)-1(35) (5) ()

Agrupando os termos e usando rela¢des trigonométricas obtemos que
a area da janela para um angulo « é dada em funcdao da medida x da
base por:
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B 1T o sen(2a) T 5
A(X(X)—<7T< g 360>+4 2) +200x

Pelo resultado visto sobre valores maximos de fun¢des quadraticas,
podem ser encontrados entdo, para o angulo « escolhido, os valores para
a drea maxima da janela e a medida da base que a determina.

Observe que, se na expressdo A o (x) substituirmos & por 30°, obtemos
a expressdo anterior A(x) que descreve a area das janelas consideradas
na ATIVIDADE 1.
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